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AVANT-PROPOS 


Il s’agit d’une introduction à quatre domaines de l’analyse. Les trois 
premières parties portent sur l’analyse fonctionnelle, l’analyse harmonique 
et l’analyse microlocale. La dernière partie, plus difficile, concerne l’analyse 
des équations aux dérivées partielles. Il s’agit d’un sujet très vaste et j’ai 
choisi de donner des démonstrations complètes d’une sélection de théorèmes 
majeurs : résolution du problème de Calderón, théorème de propagation des 
singularités de Hürmander, théorème de De Giorgi ainsi qu’une inégalité de 
Strichartz-Bourgain. Nous étudierons également les équations aux dérivées 
partielles elliptiques, hyperboliques ou dispersives. 

Un appendice contient des rappels concernant la topologie générale et les 
espaces de Lebesgue. 


Niveau. Ce livre retranscrit les notes de plusieurs cours différents donnés 
successivement à PENS Paris et à PENS Paris-Saclay. Je n’ai rien ajouté 
dans ce livre qui n’ait pas été enseigné et toutes les démonstrations qui 
figurent dans ce livre ont été écrites au tableau in extenso. J’ai essayé de 
proposer un enseignement exigeant mais néanmoins accessible au niveau du 
Master. Les deux premiéres parties traitent de techniques fondamentales qui 
sont accessibles dés le début du M1. Le niveau des deux derniéres parties 
correspond à celui des cours de M2, ce qui demandera un investissement 
personnel plus important pour lire les démonstrations. Néanmoins, il ne 
nécessite aucun prérequis et de fait, j’ai enseigné les deux derniéres parties 
telles quelles pendant plusieurs années. 


Agrégation. Ce livre peut également être utilisé pour préparer l’agréga- 


tion de mathématiques. Des suggestions de développements sont données 
page 423. 


viii AVANT-PROPOS 


Exercices. Des exercices complètent cette présentation et proposent de dé- 
montrer de nombreux résultats célèbres : théorème de Nash pour les équa- 
tions paraboliques, condition de Hôürmander sur les sommes de carrés de 
champs de vecteurs, construction des mesures microlocales de défaut de 
Gérard et Tartar... Certains exercices sont corrigés à la fin du livre. Des 
applications et des problèmes corrigés supplémentaires se trouvent dans le 
livre [1] écrit avec Claude Zuily. 


Remerciements. Je tiens à remercier Claude Sabbah et les rapporteurs pour 
leur lecture très attentive et pour leurs conseils qui ont grandement contri- 
bué à améliorer la présentation et la structure de ce livre. 

Je remercie très chaleureusement Cécile Huneau, Isabelle Tristani et Irène 
Waldspurger, qui ont donné des Travaux Dirigés sur les parties Analyse 
microlocale et EDP de ce cours, et pour m’avoir permis d’utiliser certains de 
leurs énoncés et de leurs corrections. Je remercie également Arthur Leclaire, 
Ayman Rimah et Rémi Tesson, qui ont donné des Travaux Dirigés sur les 
parties liées à l’Analyse harmonique et à l’Analyse fonctionnelle, ainsi que 
Charles Arnal, Malo Jézequel, Ayman Rimah et Haocheng Yang pour leurs 
commentaires sur une version préliminaire. 

Enfin, j'aimerais remercier Olivier Biquard, Karim Boulabiar, Didier 
Bresch, Nicolas Burq, Patrick Gérard, Guy Métivier, Frédéric Pascal, Alain 
Trouvé et Claude Zuily pour les nombreuses discussions que nous avons 
eues sur l’enseignement de l’ Analyse. 


PARTIE I 


ANALYSE FONCTIONNELLE 


CHAPITRE 1 


ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 


En 1850, Weierstrass donnait la première définition précise, avec des € et 
des 6, de la notion de limite d’une fonction en un point. Il utilisait la no- 
tion de nombres arbitrairement petits et la notation « lim » introduites par 
L’Huilier et utilisées par Cauchy dans son cours d'Analyse. Il introduisait la 
notion de voisinage d’un point ainsi que la notation |x| pour la valeur abso- 
lue de x. Bolzano a également contribué à démontrer des résultats d’ Analyse 
qui étaient considérés comme intuitivement vrais, comme le théorème des 
valeurs intermédiaires (voir [22, 128]). 

Plus tard, il est apparu naturel de considérer l’existence de limites de 
suites de fonctions, ainsi que d’étudier la notion de continuité de certaines 
applications qui agissent, non pas sur des nombres, mais sur des fonctions. 
Le concept le plus important est celui d'espace métrique, où les notions de 
distance et de norme généralisent la valeur absolue. Cette généralisation 
était indispensable pour étudier la convergence des séries trigonométriques 
que Fourier avait introduites en 1812 pour étudier l’équation de la cha- 
leur [41]. Cette généralisation a aussi permis à Riemann de résoudre le 
problème de Dirichlet par une méthode de minimisation (étant donné un 
ouvert Q de R”, le problème de Dirichlet consiste à trouver une fonction 
harmonique u: Q — R dont la valeur sur le bord OO est une fonction don- 
née). Ces travaux ont conduit à l'émergence d’un langage, connu sous le nom 
de topologie générale, qui permet de parler rigoureusement de limite et de 
continuité dans un cadre abstrait très général. Les principales définitions 
sont rappelées dans l’appendice au chapitre 17. 

Les notions de la topologie sont fondamentales en analyse fonctionnelle, 
qui est la branche de l’analyse qui étudie les espaces de fonctions ; un des 
principaux objectifs étant de résoudre des équations linéaires dont l’incon- 
nue est une fonction (pensons à l’étude des équations aux dérivées par- 
tielles). Pour étudier de telles équations, le cadre le plus naturel est celui 
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des espaces vectoriels de dimension infinie ayant une topologie compatible 
avec leur structure algébrique : ce sont les espaces vectoriels topologiques 
que nous étudierons dans ce chapitre. 

Nous commencerons ce chapitre par des rappels sur les espaces normés. 
Nous nous intéresserons ensuite à des espaces dont la topologie n’est pas 
définie par une norme, mais par une famille de semi-normes. Nous verrons 
les propriétés spécifiques à la dimension finie puis étudierons les résultats de 
Banach sur la continuité des applications linéaires. Nous étudierons égale- 
ment plusieurs résultats importants concernant l’espace des fonctions conti- 
nues. 


1.1. Espaces vectoriels normés 
Commençons par des rappels sur les notions de norme et de distance. 


Définition 1.1. Une distance sur un ensemble X est une application 
d: X x X — (0, +| 
qui vérifie les trois propriétés suivantes : pour tous x,y,z dans X, 
(i) (séparation) d(x,y) = 0 si et seulement si x = y; 
(ii) (symétrie) d(x, y) = d(y, £); 
(iii) (inégalité triangulaire) d(x,z) < d(x, y) + d(y, z). 


Le couple (X, d) est un espace métrique. Étant donné un point x dans X 
et un réel strictement positif r, on appelle boule ouverte de centre x et de 
rayon r l’ensemble 


B(x,r) := {y € X :d(a,y) <r}. 
Par définition, la boule fermée de centre x et de rayon r est l’ensemble 


By(z,r) = {y € X : d(x,y) <r}. 


Définition 1.2. Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. Une 
application p de E dans [0,+00[ est une semi-norme si elle vérifie, pour 
tout À E€ K et tout (x,y) € E?, 

(i) (homogénéité) p(Ax) = [À] p(x); 

(ii) (inégalité triangulaire) p(x + y) < p(x) + p(y). 

Une semi-norme est une norme si de plus p(x) = 0 implique x = 0 
(remarquons que la propriété d’homogénéité implique que p(0) = 0). 


Les normes se notent habituellement ||-||, un couple (£,||-||) est appelé 
espace vectoriel normé. L’application d définie sur E x E par d(x,y) = 
|x — y|| est alors une distance sur E. 

Le fait que l’on puisse associer une distance à une norme permet de 
munir un espace vectoriel normé d’une topologie. Étant donné un espace 
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vectoriel Æ muni d’une norme ||-||, on supposera toujours que E est muni de 
la topologie induite par la distance d(x, y) = ||x — y||. Une base de voisinages 
pour cette topologie est donnée par l’ensemble des boules ouvertes B(x,r) 
avec x E€ E et r > 0, 


B(x,r)={yeE:lx- yll <r}. 


Proposition 1.3. Considérons un espace vectoriel normé (E, ||-||). Les opéra- 
tions d’addition vectorielle (x,y) =œ x+y et de multiplication par un scalaire 
(A, £) + Ax sont continues. 


Démonstration. Montrons que l'addition A: E x E — E, avec A(x, y) = 
x+y, est continue. Soit U un ouvert de E. On veut montrer que A~!(U) est 
ouvert. Pour cela, considérons (x, y) € A7} (U) de sorte que x+y appartient 
à U. Comme U est ouvert, il existe 6 > 0 tel que B(x + y, ô) C U. D’après 
l'inégalité, triangulaire, on en déduit que u + v appartient à A7! (U) pour 
tout u € B(x,0/2) et tout v € B(y,8/2). Ceci prouve que B(x, 6/2) x 
B(y, 6/2) est inclus dans A~!(U). Comme le produit de deux boules est un 
ouvert pour la topologie produit, on a montré que la préimage d’un ouvert 
est un ouvert, ce qui démontre que À est continue. On démontre de la même 
manière que la multiplication par un scalaire est continue. 


Rappelons qu’un homéomorphisme est une bijection continue dont l’in- 
verse est continue. 


Corollaire 1.4. Les translations et les dilatations sont des homéomorphismes. 


Démonstration. Soit u € E et soit T, l’application de translation par u, 
définie par T,(x) = x + u. Alors T est continue (car l’addition vectorielle 
est continue et que l’application v ++ (u,v) est continue de E dans E x E). 
De plus, T, est inversible et son inverse, qui est T—u, est continue. Ce qui 
montre que la translation par u est un homéomorphisme. On procède de 
même pour étudier la dilatation tH Az. 


Deux normes ||-||, et ||-||, sont équivalentes s’il existe deux constantes c1 
et cg strictement positives telles que, pour tout x € F, 


Qllxlh < llæll2 < xl. 


Dans ce cas, on vérifie facilement que les topologies induites par les distances 
di(x,y) = |x — y||, et do(x, y) = |x — y}, sont les mêmes. 

Les applications linéaires continues jouent un rôle fondamental, aussi on 
donne plusieurs critères simples pour les caractériser. 


Proposition 1.5. Soient (E, || ||p) et (F, || ||p) deux espaces vectoriels nor- 
més et T: E — F une application linéaire. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 
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(i) T est continue ; 

(ii) T est continue en 0; 

(iii) T est bornée sur un voisinage de l’origine, ce qui signifie qu'il existe 
un voisinage V de l’origine tel que sup, cy ||T(£)|| p < +00. 


Démonstration. Montrons que (iii) implique (ii). Pour montrer que T est 
continue en 0, comme T(0) = 0, il suffit de montrer que, pour toute boule 
Br(0,r) dans F, il existe une boule Bg(0,p) dans E telle que Bg(0, p) 
est incluse dans T~1(Bp(0,r)). Comme T est bornée sur un voisinage de 
l'origine par hypothèse, il existe R > 0 et M > 0 tels que ||T(u)||p < M 
pour tout u vérifiant ||u||~ < R. Posons alors p = (rR)/(2M) et supposons 
que x appartient à Bg(0, p). Alors u = (2M/r)x vérifie [us < R donc 
IT (u)l|p < M. Or T(u) = (2M /r)T (x), de sorte que ||T(x)|| » < r/2, ce qui 
prouve que x € T~'(Br(0,r)) et démontre le résultat voulu. 

Notons que (i) implique trivialement (ii). Réciproquement, montrons que 
(ii) implique (i). Pour cela, rappelons que la translation par un vecteur 
quelconque est un homéomorphisme d’aprés le corollaire 1.4. Donc, si T est 
continue en 0, elle est continue en un point quelconque, ce qui implique 
que T est continue sur E. 

Enfin, la propriété (ii) implique directement (iii). Il suffit d’écrire qu’il 
existe une boule de centre 0 et de rayon r > 0 incluse dans la préimage de 
Bp(0,1). 


On note (EF, F) l’ensemble des applications linéaires continues de E 
vers F. C’est un espace vectoriel. On définit une norme sur cet espace vec- 
toriel en posant 


ITI = sup Zl. 

240 lialle 
Un cas particulier important est celui où Æ = F. Dans ce cas, on peut com- 
poser deux applications linéaires continues T; et T2 pour obtenir une autre 
application linéaire continue (notée couramment TıT> au lieu de Ti o To). 
On vérifie que 


|Z. Tol! < 1711 T. 


Un autre cas particulier important est celui où F est le corps K muni de la 
topologie induite par la valeur absolue si K = R ou par le module si K = C. 
On note E’ = Z (E,K) cet espace, que l’on appelle le dual topologique de Æ 
(on utilise aussi la notation E* pour désigner le dual topologique). Nous 
verrons au chapitre 3 qu’un point de vue trés fructueux est d’étudier l’espace 
dual. Cela permettra d’introduire une notion duale de la convergence au 
sens des normes, qui correspond à une notion de convergence au sens des 
coordonnées. 


1.2. PARTIES CONVEXES, BORNEES, EQUILIBREI 


@ 
n 
A] 


Définition 1.6. Un espace vectoriel normé qui est complet pour la distance 
induite par la norme est appelé espace de Banach. 


Proposition 1.7. Soient E un espace vectoriel normé quelconque et F un 
espace de Banach. Alors L (E, F) est un espace de Banach. En particulier, 
le dual topologique de n'importe quel espace vectoriel normé est un espace 
de Banach. 


Démonstration. Soit (Ta)nen une suite de Cauchy dans (Z(E, F),||-||). 
Pour tout x € E, on a 


(1.1) I|Tn(@) — T(x)lr < Zn — Toll - elle, 


donc (Ta(£))nen est une suite de Cauchy dans F. Comme F est complet 
par hypothèse, cette suite converge vers un élément noté T(x). Par linéarité 
de la limite, on vérifie que E 5 x +> T(x) € F est une application linéaire. 
De plus, la suite (||Zn||)nen est elle aussi de Cauchy dans R, donc bornée. 
En écrivant 

Tax) < Tall Il 


et en passant à la limite, on trouve que ||T(x)|| < M||a|| avec M = 
sup, en ||Zn||, ce qui implique que T est bornée sur un voisinage de l’origine 
et donc continue. Montrons pour conclure que (Tn)nen converge vers T 
dans (Z(E, F),||-||). Étant donné ¢ > 0, il existe un entier N tel que le 
membre de droite de (1.1) est plus petit que e||z|| lorsque n > N et p > N. 
En faisant tendre p vers +00, on en déduit que |T,(x) — T(x)| x < ellz|lz, 
pour tout n > N et tout x dans E. En particulier, |T — T|| < €, ce qui 
démontre le résultat voulu. 


1.2. Parties convexes, bornées, équilibrées 


La notion d’espace vectoriel topologique généralise celle d’espace vectoriel 
normé. 


Définition 1.8. Un espace vectoriel topologique est un K-espace vectoriel FE, 
avec K = R ou C, muni d’une topologie séparée telle que les opérations 
d’addition vectorielle (x,y) œ> x + y et de multiplication par un scalaire 
(à, £) + Az sont continues. 


Il suit que les translations et les dilatations sont des homéomorphismes 
(la démonstration est exactement la même que celle du corollaire 1.4). 

Quand on étudie les espaces vectoriels topologiques, les notions princi- 
pales qui interviennent sont les trois propriétés suivantes. 


Définition 1.9. Soit E un espace vectoriel topologique sur le corps K = R 
ou C, et soit À un sous-ensemble de E. 
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(i) On dit que A est borné si, pour tout voisinage V de 0, il existe s > 0 
tel que A C tV pour tout t > s. 

(ii) On dit que A est convexe si, pour tout couple (x, y) d’éléments de A, 
le segment [x, y] = {Ax + (1 — A)y: À € [0,1]} est inclus dans A. 

(iii) On dit que A est équilibré si AA C A pour tout scalaire À € K 
vérifiant |A| < 1. 


Proposition 1.10. Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel topolo- 
gique E. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées : 


(i) A=(\y(A+V) où l'intersection est prise sur tous les voisinages V 
de l’origine ; 

(ii) A+BCA+B; 

(iii) tout voisinage V de l’origine contient un voisinage équilibré ; 

(iv) pour tout voisinage ouvert V de l’origine, il existe un voisinage ou- 
vert U de l’origine tel que U +U CV; 

(v) tout voisinage ouvert V de l’origine contient un voisinage ouvert équi- 
libré U de l’origine tel que U +U CV; 

(vi) si À est borné, alors À est borné. 


Démonstration. (i) Rappelons que x € A si et seulement si tout voisinage 
de x rencontre A. Soient x € A et V un voisinage de l’origine. Alors x —V est 
un voisinage de x car l’application y + x — y est un homéomorphisme. Donc 
x—V rencontre A et on en déduit que x appartient à A+V. Réciproquement, 
supposons que x appartient à ()y(A + V) et considérons un voisinage W 
de x. Comme x — W est un voisinage de 0, x appartient à À + ({x} — W) 
ce qui implique qu’il existe a € À et w € W tel que x = a + (x — w). On en 
déduit que a = w d’où AN W 4 Ø, ce qui démontre que x € A. 

(ii) Soit x € A+ B. Montrons que x € À + B. Il suffit d’après le point (i) 
de démontrer que, pour tout voisinage V de l’origine, on ax € A+ B+V. 
Notons pour cela que, par continuité de l’addition, il existe deux voisinages 
ouverts de l’origine, Vi et V2, tels que Vi + V2 C V. On conclut en observant 
quexeA+V+B+V CA+B+V. 

(iii) Soit V un voisinage ouvert de l’origine. Par continuité de la multi- 
plication par un scalaire en 0, il existe 6 > 0 et W voisinage de 0 dans E tels 
que tz € V pour |t| < 8 et x € W. Alors U = Ujjs tW est un voisinage 
ouvert de l’origine qui est équilibré et contenu dans V. 

(iv) Considérons un voisinage V de l’origine. Comme nous l’avons déjà 
dit, par continuité de l’addition, il existe deux voisinages ouverts de l’origine, 
VA et V2, tels que Vi +Və C V. Posons W = ViN V de sorte que W+W C V. 
Le même argument implique qu’il existe un voisinage ouvert de l’origine tel 
que U +U € W. Alors, le point (ii) implique que U +U C U +U et le 
point (i) implique que U +U c (U+U)+W. OrU+U+W CW4W CV, 


ce qui conclut la démonstration. 
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@ 
n 
© 


(v) C’est une conséquence directe de (iii) et (iv). 
(vi) Supposons que À est borné et considérons un voisinage ouvert de 0 
noté V. Nous avons vu qu'il existe un ouvert équilibré W tel que W C V. 
Comme À est borné, il existe s > 0 tel que A C tW pour tout t > s. Par 
ailleurs, le point (i) implique que À C A+ W. On en déduit que À C tW c 
tV pour tout t > s +1, ce qui montre que A est borné. 


Définition 1.11. Soit (E, 7) un espace vectoriel topologique. On dit que Æ 
est normable s’il existe une norme ||-|| sur Æ telle que la topologie induite 
par cette norme coïncide avec 7. 


Proposition 1.12. Un espace vectoriel topologique est normable si et seule- 
ment s’il existe un voisinage convexe et borné de l’origine. 


Démonstration. Soit E un espace vectoriel topologique sur le corps K = R 
ou C. Si E est normable, alors la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 
est un voisinage convexe et borné de l’origine. Réciproquement, supposons 
qu’il existe un voisinage C convexe et borné de l’origine. 


Lemme 1.13. Il existe un voisinage U convexe et équilibré de l’origine tel que 


UCC. 


Démonstration. Considérons V = [))))_, AC et notons U l’intérieur de V. 


On vérifie que U est convexe (car V est convexe) et équilibré. 


On définit alors la fonctionnelle de Minkowski de U par 
w(x) =inf{t >0:x EtU}. 
L’idée est la suivante : si (E, ||-||) est un espace normé, alors 
x = inf{t > 0: x € tB(0,1)}. 


Le lemme suivant énonce que est précisément une norme et que U corres- 
pond à la boule unité pour cette norme. 


Lemme 1.14. La fonctionnelle de Minkowski u est une norme sur E. 


Démonstration. Notons I(x) = {t > 0:xetU}. Cet ensemble est non vide 
car U est un voisinage de l’origine et ainsi, par continuité de la multiplication 
par un scalaire, ex appartient à U pour |e| assez petit ce qui est équivalent 
à x € tU pour t assez grand. Maintenant, considérons un élément t de I(x). 
Il existe alors a € U tel que x = ta. Pour tout s > t, en écrivant 


t t 
C= s(<a+ (1 — =)0), 
8 s 
et en notant que le vecteur entre parenthèses appartient à U par convexité, 


on voit que s € I(x). En particulier, I(x) est une demi-droite : I(x) = 
lu(x), +oo[ ou I(x) = [u(x), +00]. 
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Montrons que p vérifie l’inégalité triangulaire : 


ua + y) < w(x) + uly). 


Considérons deux vecteurs x et y et deux réels s et t tels que s > u(x) et 
t > u(y). Il suit que x € sU et y € tU. Comme précédemment, en écrivant 


z+y= (s+0( (ste) + aus (1y)), 


s+t 
on en déduit que x + y appartient à (s + t)U par convexité de U. Ceci 


implique que u(x +y) < s+t. En prenant la borne inférieure en s puis en t, 
on en déduit l'inégalité désirée u(x + y) < u(x) + u(y). 

Ensuite, on vérifie directement que (Av) = Au(x) pour tout A > 0. Puis, 
en utilisant le fait que U est équilibré (AU C U pour tout scalaire À € K de 
module plus petit que 1), on trouve que 


(Ax) = Al wa). 


Il reste à vérifier que u(x) = 0 si et seulement si x = 0. On a clairement 
(0) = 0. Réciproquement, considérons x dans E tel que u(x) = 0 et mon- 
trons que x = 0. Supposons par l’absurde que x 4 0. Comme le singleton {0} 
est fermé, on en déduit qu'il existe un voisinage V de 0 qui ne contient pas x. 
Comme U est borné, il existe r > 0 tel que U C rV. En particulier, on en 


déduit que rx n'appartient pas à U (sinon rx appartient à rV dont x ap- 
1 


partiendrait à V). Ceci implique que u(x) > r7 


Montrons pour conclure que la topologie induite par la norme p est celle 
de E. Pour cela, notons que la collection des ensembles {rU : r > 0} forme 
une base locale de l’origine. En effet, pour tout voisinage V de l’origine, 
il existe t > 0 tel que U C tV. On en déduit que t7!U C V. Par ailleurs, 
rU est exactement la boule de centre 0 et de rayon r pour la norme u. Donc 
les deux bases locales de l’origine coïncident. 


1.3. Espaces de dimension finie 


Rappelons deux résultats fondamentaux et élémentaires dans l’étude des 
espaces de dimension finie : (i) la boule unité fermée est compacte en di- 
mension finie et (ii) toutes les normes sont équivalentes sur un espace de 
dimension finie. Nous allons étudier dans cette section deux prolongements 
de ces résultats. 


1.3.1. Compacité et dimension finie 


Théorème 1.15 (Riesz). Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité 
fermée est compacte, alors E est de dimension finie. 


1.3. ESPACES DE DIMENSION FINIE 11 


Démonstration. Nous allons raisonner par contraposition et montrer que 
si E est de dimension infinie alors la boule unité fermée n’est pas compacte. 
Pour cela, nous utiliserons le lemme suivant. 


Lemme 1.16. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de E, différent de E. 
Alors il existe un vecteur u € E tel que ||u||g = 1 et dist(u, F) > 1/2. 


Démonstration. Soit un élément x appartenant à E \ F. Comme F est un 
ensemble fermé, on a dist(x, F) > 0. Donc 2dist(x,F) > dist(x, F) et par 
définition de la distance d’un point à un ensemble, on en déduit qu’il existe y 
dans F tel que ||” — y|| < 2dist(x, F). Posons 
u= (e-9). 
læ — yll 
Alors u est clairement de norme 1 et de plus, pour tout z dans F, on a 


1 1 1 
lu — 21] = x-y- |æ- ylz > —~—7 dist(a, F) > 5, 
læ — yll l IE læ — yl| ~ 2 

où l’on a utilisé le fait que y + ||" — y] z appartient à F et le fait que 


|x — y|| < 2 dist(x, F) par définition de y. 


Nous allons utilisé ce lemme pour construire une suite (un) de vecteurs 
de norme 1 vérifiant la propriété suivante : 


(1.2) Vinm)eNXxN, n£m => |lun —unl > 


Nile 


Pour cela, on choisit un premier vecteur ug de norme 1 puis on construit la 
suite par récurrence, en appliquant au rang n le lemme précédent avec le 
sous-espace Fn engendré par les vecteurs définis dans les étapes précédentes. 

Alors la suite (un) n’a pas de valeur d’adhérence, ce qui démontre que 
l’espace E n’est pas compact. 


1.3.2. Unicité de la topologie en dimension finie. 


Théoréme 1.17. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps 
K=R ou K =C. Il existe une et une seule topologie séparée qui munisse E 
d’une structure d’espace vectoriel topologique. 


Démonstration. Notons d la dimension de E et choisissons une base arbi- 
traire 8 = (61,..., Ba) de E. Nous définissons la norme ||-|| par 


d d 1/2 
2 
2= > ni > lol = (> * ) | 
i=l i=l 


Enfin, nous considérons une topologie 7 séparée et compatible avec les opé- 
rations algébriques. Nous noterons Æ, le couple (E, ||-||), et Æ- le couple 
(E,7). Nous allons montrer que l’application identité I est un homéomor- 
phisme de En sur E,. 
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(a) I est continue de En, vers E,. Soit U un voisinage quelconque de 0 
dans Æ,. L'application que l’on introduit ci-dessous est continue car T est 
compatible avec l’addition de E, 


E, x- x Er D (£1,..., £a)! rtrt eta E,. 


La continuité de cette application en 0 implique l’existence de d voisinages 
ouverts de 0, V; € 7, tels que Vj +---+ Va C U. Posons 


d 
(1.3) W = AN y; qui vérifie W+...+W CU. 
i=1 
L'ensemble W est un voisinage ouvert de 0 dans E,, la continuité de la 
multiplication par un scalaire se traduit par l’existence de d réels strictement 
positifs €1,...,€4 tels que : 


(14) Vie {1,...,d}, VEE K, [él<e] — [é&eWw|. 


Posons € = min{e; : 1 < à < d}, alors la boule de En centrée en 0 et de 
rayon € est incluse dans U d’après les relations (1.3) et (1.4). Donc I est 
continue en 0, et par linéarité J est continue (de En vers E+). 

(b) I est continue de E, vers En. Soit V un voisinage quelconque de 0 
dans En, V contient une boule ouverte B, = {x € E : ||a|| < p}. Soit Z la 
frontière de cette boule, c’est un ensemble fermé et borné dans un espace 
vectoriel normé de dimension finie, donc c’est un sous-ensemble compact 
de E,, (voir le lemme ci-dessous). Par continuité de I de E, vers E, prouvée 
ci-dessus, est un sous-ensemble compact de E,, et T étant séparée, Z est 
un fermé de r. Comme 0 ¢ Z, il existe W € 7, tel que S NW = Ø. Par 
continuité de la multiplication par un scalaire en 0, il existe 6 > 0 et W’ 
voisinage de 0 tels que tz € W pour |t| < 6 et x € W”. Donc 


U= U tW cW. 
It/<o 


Nous affirmons que U C V. En effet, supposons qu’il existe x € UNV, 
en particulier |x|| > p. Posons À = p/||a|| et y = Az, |A| < 1 et x € U 
implique que y € U. D’autre part, ||y|| = p donc y € Z, ce qui contredit 
ZAW = Ø. Nous avons bien montré que J est continue en 0, et par linéarité 
continue de E, vers En. 

L’application J est donc un homéomorphisme, ce qui montre En = E,. 
Pour conclure la démonstration, il reste 4 démontrer le lemme suivant qui 
a été utilisé ci-dessus. 


Lemme 1.18. Soit X une partie fermée et bornée de En. Alors H est com- 
pacte. 


1.4. SEMI-NORMES 13 


Démonstration. Nous choisissons une base 8 = (B1,...,/64) de E de façon 
arbitraire, et nous définissons l’isomorphisme linéaire : 


I: E — K$, XO tibi (a1,..., Ba). 


Par définition 1/2 


[el = (>: jal) 


ainsi J est un isomorphisme isométrique, donc un homéomorphisme. En 
particulier, [(.#) est fermé borné dans K? donc compact, et par continuité 
de 1-!,.# est une partie compacte de En. 


Ceci conclut la démonstration du théorème. 


Corollaire 1.19. Il y a équivalence des normes en dimension finie. 


Démonstration. Considérons deux normes ||:|1 et ||-||2 sur l’espace vecto- 
riel X. D’après le théorème précédent, l’application identité J est un homéo- 
morphisme de (X, ||-||1) sur (X, ||-|2). En traduisant la continuité de J, et de 
sa réciproque, en 0, on déduit l’existence de deux constantes telles que : 
(1.5) leli <ð = |lxll2 <1, 

(1.6) Ille ne lælı < 1. 

La propriété d’homogénéité des normes appliquée aux relations (1.5) et (1.6) 
implique 


1 
dallella < Malle < els, 
T 


ce qui est le résultat désiré d'équivalence des deux normes. 


1.4. Semi-normes 


Dans cette section, nous allons nous intéresser à des espaces vectoriels 
topologiques dont la topologie n’est pas induite par une norme, mais par 
une famille de semi-normes. Nous n’allons pas développer la théorie générale 
de ces espaces mais plutôt considérer le cas le plus simple, qui sera suffisant 
pour décrire tous les espaces dont nous aurons besoin dans ce livre), 


Définition 1.20. 


(i) Une famille graduée de semi-normes est une famille dénombrable 
{Pn}nen de semi-normes vérifiant 


po(f) < alf) < pa(f) < ++: 
pour tout f dans E. 
() Pour une exposition détaillée des résultats classiques sur les espaces vectoriels topolo- 


giques, nous renvoyons aux ouvrages de Bony [11], Brezis [12], Hôrmander [65], Rudin 
[124] et Zuily [150, 151]. 
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(ii) Une famille {pn }nen de semi-normes est séparante si et seulement si 
c=0 = VEN, pn(x) =0. 


Dans la suite, nous ne considérons que des familles graduées séparantes 
de semi-normes. 


Exemple 1.21. 

(i) Si (E, ||- ||) est un espace vectoriel normé et pn = ||-||,, pour tout n, 
alors {pn }nen est une famille graduée de semi-normes. 

(ii) Considérons un compact K C R et notons C% (Rt) l’espace des 
fonctions C'°(R4) à support dans K. Alors on définit une famille graduée 
de semi-normes par 


Pn(f) = max sup [0 f (x)|. 
lal Sn 2eK 


Ces semi-normes sont mêmes des normes mais, en général, on dit quand 
même semi-norme dans la pratique. La raison en est que la topologie natu- 
relle sur C% (R?) (donnée par la proposition 1.22 ci-dessous) n’est pas celle 
d’un espace vectoriel normé. 

(iii) Soit k € N et soit Q un ouvert de R4. On veut définir une fa- 
mille graduée de semi-normes sur E = C*(Q). Pour cela, on considère une 
suite exhaustive de compacts recouvrant 2 (par définition, c’est une suite 
(Kn)nen de croissante de compacts, telle que Kn C int(K,11) et vérifiant 
Unen Kn = Q). On obtient une telle suite en posant 


Ky = {x € Q : dist(x, ðQ) > 1/n} N B(0,n). 
Alors on peut définir une famille graduée de semi-normes par 


Pn(f) = Mes 10% f (x)|. 


al<k ze n 


(iv) Notons LẸ (Q) l’espace des fonctions dont la restriction à un ouvert 
borné quelconque appartient à LP (Q). Alors on définit une famille graduée 


de semi-normes en posant 
Pnl f) = lf ll e(n) 


Rappelons la notion de base de voisinages. Considérons un espace topolo- 
gique X muni d’une topologie 7 ainsi qu’une collection Z de parties de X. 
On dit que : 

— Best une base de la topologie 7 si tout ouvert de la topologie est une 
réunion d'éléments de Z. 

— Si Z est une collection de parties de X qui est une base pour la topo- 
logie 7, alors on dit que J est la topologie induite par Z (on vérifie qu’il 
y a unicité de la topologie induite par Z). 
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— B est une base de voisinages d’un point xo si pour tout voisinage V 
de xo, il existe U € Z tel quero CU CV. 


Proposition 1.22. Considérons un espace vectoriel E muni d’une famille sépa- 
rante et graduée de semi-normes {Pn}neN- Étant donnés z € E ete > 0, 
introduisons 
Br(w,€) = {y E E : paly = x) < €}, 
et munissons E de la topologie induite par la collection 
B = {Bn(x,E€):n EN, ce E, <> 0}. 

Alors on a les propriétés suivantes : 

(i) pour tout xo € E, By, = {Bn(xo,e):n E N, € > 0} est une base de 
voisinage de Xo ; 

(ii) E est un espace vectoriel topologique ; 

(iii) la convergence d’une suite (x;);en vers x est équivalente à la conver- 


gence de p(x; — x) vers 0 pour tout n ; 
(iv) cette topologie est métrisable et elle est induite par la distance 


PET) 


Démonstration. (i) Considérons un élément xo de E et V un voisinage 
de xo. Alors V contient un ouvert U qui contient xo. Par définition de la 
topologie induite par une base, V contient une boule: il existe n EN, z4 € E 
et € > 0 tels que 
To € Ba(x1,€) CU. 

En particulier, on a pn(x£o — 1) < €. Posons alors 6 = (€ — pn(%o — æ1))/2. 
Alors, pour tout x € B, (ao, ô), en utilisant Vinégalité triangulaire, on voit 
que 


Pn(&— £1) S Pn(x — T0) + Pn(o — T1) < 6 + pn(xo — #1) 
1 1 1 
< AG Pn(£o — £1)) + Pn (z0 — T1) < 5° 5 Pn(xo z1) <€. 
Ce qui démontre que B,(x0,0) C Bh(x1,€) et donc que V contient un 
élément de Zro- 

(ii) Soit (xo, yo) € E x E et soit V un voisinage de xo + yo. D’après 
le point (i), il existe n € N et € > 0 tels que Bn(zo + yo,€) C V. Alors, 
pour tout x dans B,(x0,€/2) et pour tout y dans Bn (yo,£€/2), ona x+y € 
B,(xo+yo,€) C V d’après l'inégalité triangulaire. Ceci montre que la somme 
vectorielle est continue en tout point de E x E, donc continue. 


(iii) Considérons une suite (æ;);en et un point x € E. La convergence de 
la suite (xj) vers x signifie par définition que, pour tout voisinage V de x, 
il existe N tel que x; appartient à V pour tout j plus grand que N. En 
appliquant ce résultat avec V = B,(x,1/k), on en déduit que p,(x; — x) 


16 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 


converge vers 0 quand j tend vers +oo, pour tout n. Réciproquement, sup- 
posons que, pour tout n, Pn(Xj — x) converge vers 0 quand j tend vers +00. 
Considérons un voisinage V de x. Alors, d’aprés le premier point, il existe 
n € N et e > 0 tel que B,(x,e) C V. Comme p,(x; — x) converge vers 0, 
on en déduit que x; appartient à B,(x,e) C V pour j assez grand. Donc 
(xj) jen converge vers x. 

(iv) Montrons que l’application d est une distance. Déjà, si d(x,x) = 0 
alors « = 0 car la famille (py)nen est séparante. Ensuite, notons que 
d(x,y) = d(y,x) car pn(« — y) = pn(y — x). Pour vérifier que l’mégalité 
triangulaire pour d, il suffit de montrer que pour chaque entier n, la fonction 
(x,y) + pn(x — y)/( + px, y)) vérifie l'inégalité triangulaire. Pour cela, 
notons que la fonction t +> t/(1 + t) est croissante sur Rt donc 


Pn(t y) — Pn(t 2) + pn(z — 9) 
long) ` 1+pr(z-— z) + pr(z— y) 


Ensuite, on vérifie que pour tous tı, t2 dans R*, on a 


ti + te < ty t2 


LEA AN ee 


ce qui démontre que d est une distance. Il reste à montrer que la topologie 7 
de E coïncide avec la topologie induite par d. Nous devons donc montrer 
que l'identité est un homéomorphisme de (E,7) vers (E,d). Pour cela, il 
suffit de montrer que tout élément Bn (z0, £) de la base Z contient une boule 
pour la distance d, et réciproquement. Notons B(x,e) la boule de centre x 
et de rayon € pour la distance d. Alors on a B(xo,2~"~ te) C Bn(ao,€) car 
d(x,xo) < 27" le implique directement que 


9-nË s gon Pn(a = xo) 
2 1+ pn(a — x0) 


d’où l’on déduit que pn(x — zo) < €/(2 — 2e) < € pour € < 1/2. Récipro- 
quement, considérons une boule B(x0,€) pour la distance d. Choisissons 
un entier N tel que 27N < ¢/2 et supposons que x € By(ao0,¢/2). Alors, 
comme po < pı < °°: < pn, on à, en utilisant la croissance de la fonction 
te t/(1 + t) sur Rt, 


d(x, to) S 5 Dr px (& — 20) D9 2 


1 L-2 
0<n<N + pn( 0) n>N 


d’où 


E 

d(x, £o) < 2pn(x = Xo) + 9 <E, 
ce qui démontre que Bn(xo,€/2) C B(x0,€). Ce qui achève de montrer que 
la topologie induite par d est la même que celle de E. 
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Définition 1.23. Considérons un espace vectoriel topologique dont la topo- 
logie est induite par une famille graduée de semi-normes {py}nen. On dit 
que E est un espace de Fréchet s’il est complet pour la distance 


Proposition 1.24. Les espaces locaux LP (Q), CF(Q) et CÆ(Q), munis des 


loc 
familles de semi-normes introduites à l’exemple 1.21, sont des espaces de 


Fréchet. 


Démonstration. C’est est un corollaire du fait que les espaces correspondants 


de fonctions restreints à X, sont des espaces complets. 


1.5. Espaces de Banach 


Nous allons dans cette section démontrer des résultats fondamentaux 
qui reposent sur des utilisations fines du théorème de Baire. Rappelons la 
définition suivante. 


Définition 1.25. On dit qu’un espace topologique est un espace de Baire si 
toute intersection dénombrable d’ouverts denses est un sous-ensemble dense. 


Remarque 1.26. Il est équivalent de dire qu’un espace topologique est un 
espace de Baire si toute réunion dénombrable de fermés d'intérieur vide est 
un ensemble d'intérieur vide. 


Théorème 1.27 (Baire). Tout espace métrique complet est un espace de Baire. 


Ce théorème est démontré dans le chapitre 17 de Topologie générale en 
appendice. Pour utiliser ce résultat, l’idée est souvent de trouver une re- 
présentation de l’espace tout entier comme une réunion dénombrable de 
fermés. On obtiendra alors le résultat voulu en utilisant le fait que l’un de 
ces fermés est d’intérieur non vide. Le résultat le plus simple à démontrer 
en utilisant ce principe est qu’un espace de Banach est de dimension finie 
ou non dénombrable. 


Proposition 1.28. Soit E un espace de Banach. Supposons qu’il existe un 
ensemble I C N et une famille {e;}ier tels que E = Vect{e; : à € I}. 
Alors I est fini. 


Démonstration. Notons Ep l’espace vectoriel engendré par 
{ea :ieleti<n}. 


Alors En est un espace vectoriel de dimension finie et donc il est fermé. 
Comme F est la réunion des ensembles En, le théorème 1.27 de Baire im- 
plique que l’un des ensembles En, noté Eno, est d'intérieur non vide. Par 
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suite, En, contient une boule B(a,r). Comme a € Eno, par translation, on 
peut se ramener au cas où a = 0. Mais alors, si B(0,r) C Eno, par homogé- 
néité, on voit que En, contient n’importe quelle boule B(0, Ar) où À est un 
nombre réel positif quelconque. Ce qui implique que E = Eno- 


Soient Æ et F deux espaces vectoriels normés. Rappelons que l’on note 
Z(E, F) l’ensemble des applications linéaires continues de E vers F. C’est 
un espace vectoriel, que l’on peut munir d’une norme) 


Ta p 
Meg = sup “—"F. 
LEP) SP Tele 


Théorème 1.29 (Banach-Steinhaus). Soient E un espace de Banach et F un 
espace vectoriel normé. On considère une famille quelconque {Th }aeA d’ap- 
plications linéaires continues de E dans F qui est simplement bornée au 
sens où 


Ve € E, sup ||Taz||p < +00. 
acA 
Alors cette famille est bornée dans Z(E, F) : 


sup [Tallz(p,r) < +00. 
acA 


Démonstration. Pour tout entier k € N, introduisons 
Ep = {x € E : Va € A, ||Taz]||p < k}. 


Par hypothèse, chaque élément x de E appartient à l’un de ces ensembles et 
donc E peut s’écrire comme la réunion des ensembles Ey. De plus, chaque 
ensemble Eg est fermé car c’est une intersection de fermés : on a 


Ex = f) {0 € E: Tale < k}, 
acA 

et chacun des ensembles ci-dessus est fermé car les applications z + ||T,2'|| p 
sont continues par continuité des applications Ty et par continuité de la 
norme. Ainsi, comme la réunion des Ekg est d'intérieur non vide, le théo- 
rème 1.27 de Baire implique que l’un au moins des ensembles Eg, notons-le 
Ex, est d'intérieur non vide. Supposons que B(a,r) C Ex et considérons 
x € E avec x £0. Alors l’élément y défini par 


T 
y=a+ à, 
2||z\|z 


QA partir de maintenant, on notera simplement Tx l’image de x par une application 
linéaire, au lieu de T(x) (par analogie avec la notation Ax pour l’image d’un vecteur x 
par une matrice A). 
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appartient à la boule B(a,r). On obtient alors le résultat voulu en écrivant 


que 
Arle oy 
Teall p = REG -0)|. 
alele 
< “EE (ITavlr + ITaalr) 
4K 
< —llelle, 


où l’on a d’abord utilisé l’inégalité triangulaire puis le fait que a et y appar- 
tiennent à B(a,r) C Ex pour obtenir la seconde inégalité. 


Remarque 1.30. L'exercice 1.3 propose une démonstration élémentaire du 
théorème de Banach-Steinhaus, qui ne repose pas sur le théorème de Baire. 


Corollaire 1.31. Soient E et F deux espaces de Banach. Considérons une 
suite (Tn)nen d'applications linéaires continues qui converge simplement : 
pour tout x € E, la suite (Tyx)nen converge vers une limite notée Tx. 
Alors T est une application linéaire continue. 


Démonstration. Le fait que T est linéaire est évident. L'hypothèse implique 
que 


Va € E, sup|Thx|} < +00. 
neN 


Le théorème de Banach-Steinhaus implique qu’il existe une constante C telle 
que, pour tout x € E, [Thx||} < C||z||g. On peut passer à la limite dans 
cette inégalité pour obtenir que |Tx||} < C||z||z, ce qui implique que T est 
continue. 


Nous allons conclure l’étude du théorème de Banach-Steinhaus en mon- 
trant comment étendre ce résultat au cadre des espaces vectoriels topolo- 
giques. 


Définition 1.32. Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques, et soit 7 
une famille d'applications linéaires continues de X dans Y. 


(i) On dit que la famille F est simplement bornée si, pour tout x dans X, 
Vensemble { f(x) : f € F} des images de x par les éléments de ¥ est borné 
dans Y. 

(ii) On dit que F est équicontinue si, pour tout voisinage V C Y de 0, 
il existe un voisinage U C X de 0 tel que f(U) C V pour tout f dans F 


Théorème 1.33 (Banach-Steinhaus). Soient X un espace de Fréchet, Y un 
espace vectoriel topologique et soit F une famille d’applications linéaires 
continues de X dans Y. Si F est simplement bornée, alors F est équicon- 
tinue. 
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Démonstration. Soit V un voisinage ouvert de 0 dans Y. Nous voulons mon- 
trer qu’il existe un voisinage ouvert U C X de 0 tel que 


(1.7) VfEF, f(U)cV. 


Nous avons vu à la proposition 1.10 qu’il existe un voisinage ouvert équili- 
bré W tel que W +W CV. Posons 
E= N fo). 
JEF 
Par continuité des éléments de F, E est une intersection d’ensembles fer- 
més et donc E est fermé. Le but est de montrer que F est d’intérieur non 
vide. En effet, si on sait qu’il existe un ouvert U inclus dans E, alors la pro- 
priété recherchée (cf. (1.7)) sera vérifiée. Pour cela, nous allons appliquer le 
théorème de Baire (voir le théorème 1.27) en commençant par montrer que 
X= U nE. 

n21 
Pour obtenir cette égalité, considérons les ensembles Fy = { f(x) : f € F}. 
Pour tout x dans X, l’ensemble F, est borné par hypothèse faite sur F. 
Donc il existe un entier Nng tel que F, est inclus dans n;W. Aussi, f(x) 
appartient à nW, ceci pour tout f dans F. Ainsi, x € f~!(nzW), pour 
tout f dans F, et comme f est linéaire 


rEngf (W), Vf ec F. 


Ceci implique x € n.E et on a bien X = U,,5, nE. 

On peut alors utiliser le théorème de Baire pour obtenir que E est d’in- 
térieur non vide. Soit 79 € E°, on pose U := ao — E”, c’est un voisinage 
de 0. Pour f € F, on conclut que 


(U) = fe) ALB C= WWE WC, 


On a utilisé le fait que W est équilibré car W est équilibré. 


Nous allons maintenant étudier un autre résultat célébre de Banach. 


Théoréme 1.34 (isomorphisme de Banach). Soient E et F deux espaces de 
Banach et T: E — F une application linéaire continue, bijective de E 
vers F. Alors l’application réciproque est continue. 


Démonstration. Nous devons montrer qu’il existe une constante C telle que, 
pour tout y dans F, 


IT" y, < Clylz: 


Par linéarité, ceci est équivalent à montrer que 


T~'(Br(0,1)) C Br(0,C). 
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Or, comme T est bijective, on a T(T~'(Br(0,1))) = Br(0,1). Aussi, il nous 
suffit de démontrer qu’il existe C > 0 telle que Br(0,1) c T(Bg(0,C)). 
Il est bien sûr équivalent de montrer qu’il existe 6 > 0 tel que 


Commençons par montrer le lemme suivant. 


Lemme 1.35. Si il existe une constante c > 0 telle que 
Br(0, c) Q: T(Bg(0, 1)), 
alors Bp(0,c/2) C T(Bg(0,1)). 


Démonstration. Soit y € Br(0,c). Alors y appartient 4 T(Bg(0,1)). Par 
conséquent, il existe yo € T(Br(0, 1)) tel que ||y — yllr < c/2. Par homo- 
généité, l'hypothèse du lemme implique que Br(0,c/2) C T(B%(0,1/2)). 
On peut donc trouver yı € T(Bg(0,1/2)) tel que ||y — yo — yıll p < c/4. En 
procédant par récurrence, on définit une suite (yn) telle que 


Un E T(Bg(0,2-")) et lly- yo =: += alle < 2°". 


Soit tn € Br(0,2~”) tel que y, = Tx,. Comme ||z_|| 7 < 27”, la série D £n 
converge normalement et donc converge car E est un espace de Banach. La 
limite de cette série, notée z, est de norme strictement plus petite que 2 et 
vérifie y = Tz. On a montré que Br(0,c) C T( Bax (0, 2)), ce qui implique le 
résultat voulu par linéarité. 


D’aprés ce qui précéde, pour conclure la démonstration, il reste unique- 
ment à montrer qu’il existe c > 0 telle que Br(0,c) C T(Bg(0,2)); on 
obtient alors le résultat voulu (1.8) avec ô = c/4. Pour cela, nous allons 
appliquer le théorème 1.27 de Baire avec la suite de fermés F, définis par 
Fa = T(Bg(0,n)). Comme T est surjective, on a 

F= U Fr. 
nEN 
Le théorème de Baire implique que l’un des fermés est d’intérieur non vide. 
Comme F, = nT(Bg(0,1)), on en déduit qu’il existe un élément yo € F 
et un nombre c positif tels que Br (yo, c) C T(Bg(0,1)). Par symétrie, —yo 
appartient aussi 4 T(Bg(0,1)). Il suit que Br(0,c) C T(Bg(0,2)). Ce qui 
conclut la démonstration du théorème. 


Corollaire 1.36 (Équivalence des normes). Soit E un espace vectoriel muni 
de deux normes ||-||, et ||-\|,. On suppose que E est un espace de Banach 
pour ces deux normes. Supposons de plus qu’il existe une constante C telle 
que 

VxeE, [æli < Cllzll2- 
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Alors il existe une constante C” telle que, 
vee EB, al < Cal. 


Démonstration. Il suffit d'appliquer le théorème 1.34 à l’application identité, 
de (E, ||:],) dans (£, ||). 


Définition 1.37. Considérons deux espaces vectoriel normés E et F et une 
application linéaire T: E — F. Par définition, le graphe de T est le sous- 
ensemble noté G(T) de E x F défini par 


G(T) ={(z,y EExF:y=Tr}. 


Théorème 1.38 (Théorème du graphe fermé). Soient E et F deuz espaces de 
Banach et T: E — F une application linéaire. Alors T est continue si et 
seulement si son graphe est fermé dans E x F. 


Démonstration. Supposons que T est continue. Alors G(T) est un ensemble 
fermé. En effet, si (x, y) appartient à l’adhérence de G(T), alors il existe une 
suite (£n ) qui converge vers x et telle que Tx, converge vers y. Par continuité 
on a y = Tz et donc (x,y) € G(T). Ce qui démontre que G(T) = G(T). 

Il reste à démontrer que si le graphe de T est fermé, alors T est continue. 
Pour cela, introduisons l'application N: E — [0,+00[ définie par 


N(x) = |lalle + ||Tz||F. 


Alors on vérifie facilement que c’est une norme sur E. Montrons que E, muni 
de cette nouvelle norme, est un espace de Banach. Considérons une suite de 
Cauchy (£n)nen pour la norme N. Alors (£n)nen est une suite de Cauchy 
dans (F, ||-|| g) et (Tæn)nen est une suite de Cauchy dans (F, ||-|| +). Donc il 
existe x € E et y E€ F tels que ||£n — z||p et |T x, — y|| convergent vers 0 
quand n tend vers +00. Comme le graphe de T est fermé par hypothèse, on 
en déduit que y = Tx. Ceci démontre que N(x, — x) tend vers 0, et donc E 
est un espace de Banach pour la norme N. 

Comme on a trivialement ||x|| < N(x), il suit du corollaire 1.36 qu’il 
existe une constante C telle que N(x) < C||2||g pour tout x dans E, ce qui 
implique que ||Tz||p < C||z||z. Ceci démontre que T est continue. 


1.6. L’espace des fonctions continues 


Dans cette section, nous allons considérer un exemple central dans l’étude 
des espaces de Banach : l’espace des fonctions continues et bornées, muni 
de la norme uniforme. Il est classique qu’il s’agit d’un espace de Banach. 
Nous allons étudier les parties compactes de cet espace (théorème d’Arzelà- 
Ascoli) et exploiter sa structure d’algèbre pour étudier l'existence de sous- 
algèbres denses (un exemple central, traité par Weierstrass, concerne le cas 
des polynômes ; on peut aussi étudier les polynômes trigonométriques de 
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Fourier). Enfin, nous verrons des liens subtils, reliés aux travaux de Baire 
et Banach, entre continuité et convergence uniforme. 


1.6.1. Théorème d’Arzelà-Ascoli. 


Définition 1.39. Soient (X, 7) un espace topologique, (Y, p) un espace mé- 
trique et F une famille de fonctions f: X > Y. Étant donné un élément x 
de X, on note ¥ (x) l’ensemble des voisinages de x. Par définition, F est 
une famille de fonctions équicontinues dès que 


Va € X, Ve>0, IG E V(x) / V:eO,NfeF, p(f(x), f(z)) < €. 


Théorème 1.40 (Arzela-Ascoli). Soient (X, 7) un espace topologique sépa- 
rable, (Y,p) un espace métrique et F = {fn: X — Y}n>o0 une suite de 
fonctions équicontinues. Si {fh(x)},, est relativement compacte pour tout 
x € X, alors : 


(i) il existe une sous-suite de F qui converge simplement vers une fonc- 
tion continue f: X >Y ; 
(ii) la convergence est uniforme sur tous les compacts. 


Démonstration. Notons Y = {Xn},59 une partie dénombrable dense 
dans X. Par hypothèse, l’adhérence de la suite { f,(to)},>0 est un ensemble 
compact dans Y. Comme Y est un espace métrique, cette suite est séquen- 
tiellement compacte. On en extrait une sous-suite, notée {fon(to)},=0o: 
convergente. On construit alors successivement une suite {fj 41,n(@j+1) nso 
à partir de {fj n(%j+1) }yso telle que la suite {fj+1,n(£j+1)}n>0 Converge. 
Puis, pour tout 7 > 1, on considére, par extraction diagonale, la suite 
{frn(®j)}ns;- C’est une sous-suite de {f;,(x;)},.0 donc elle converge. 
On pose gn = fnn. Par construction, cette suite de fonctions {gn } converge 
simplement sur Z. 

Nous allons maintenant montrer que la suite {gn},59 converge simple- 
ment sur X tout entier. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout élément 


x € X, la suite {g,(x)},-9 est de Cauchy dans Y. En effet, {g,(x) : n € N} 
est inclus dans {f,(x) : n € N} C Y, qui est un ensemble compact et donc 
complet. Fixons € > 0. Puisque ¥ est équicontinue, il existe un voisinage 0 
de x tel que 
Yn EN, Vz2E O, p(gn(t), gn(z)) < €/3. 

Comme % est dense dans X, il existe x; € Y tel que x; € ©. Enfin, par 
convergence de {gn(ti)},>0 il existe N tel que, pour m,n > N, on a 
P(9n(Xi); Im(ti)) < €/3. On en déduit que : 


P(9n(X), Im(x)) < P(9n(X), In(xi)) + P(9n(Ti); Im(2i)) + P(Gm (i), Im(X)) 
<S £€/3 + £€/3 + €/3. 
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Ceci montre que {gn }n>o est une suite de Cauchy et donc converge. Notons f 
la limite simple de cette suite. 

Montrons que f est continue), Soient x dans X et € > 0. Il existe un 
voisinage © C X de x tel que, pour tout entier n, 


V2€ O, p(fn(®); fn(2)) < €/3. 


Alors, pour tout entier n, et tout z dans ©, on a trivialement l’inégalité 
P(9n(X), n(z)) < €/3. Par ailleurs, par convergence simple, il existe N tel 
que sin > N alors p( f(x), gn(x)) < €/3 et p(f(y), gn(y)) < €/3. On utilise 
à nouveau l'inégalité triangulaire pour écrire que, pour tout y dans Ô, 
A(F(@), FY) < P(E), In()) + p(gn (x); In(Y)) + P(gn (y); In (y)) 
<S £€/3 + £€/3 + £€/3. 

Ce qui montre que f est continue au point x. 

Soit maintenant K un compact de X. Montrons que la convergence est 
uniforme sur K. La propriété d’équicontinuité implique que, pour tout élé- 
ment x de X, il existe un voisinage @, de x tel que, 


Yz E€ Or, VJEF, p(f(x), f(z) <e. 


Alors (@;)xex forme un recouvrement ouvert de K, dont on peut extraire 
un sous-recouvrement fini indexé par æ1,..., £m. On peut donc trouver N 
tel que pour tout n > N et pour tout i € {1,..., M}, p(gn(xi), g(i)) < €/3. 
Maintenant, pour tout x € K : 


P(gn(x), g(x)) < P(gn(t), In(i)) + P(gn (ti), g(xi)) + p(g(xi), g(x)) 
<e/3+e/3+e/3 =e. 


Ce qui implique le résultat voulu et conclut la démonstration du théorème. 


1.6.2. Théorème de Stone-Weierstrass. L’espace des fonctions conti- 
nues a la propriété d’être une algèbre. Il est naturel de chercher à déter- 
miner si certaines sous-algèbres remarquables sont denses. L'exemple prin- 
cipal concerne l’étude de l’approximation des fonctions continues par des 
fonctions polynômes. Il y a deux résultats fondamentaux. Le premier, dû 
à Weierstrass, énonce que l’on peut approcher n’importe quelle fonction 
continue sur un intervalle compact par des polynômes algébriques P(x) = 
si. a,x”. Le second montre que l’on peut approcher une fonction conti- 
nue périodique par des polynômes trigonométriques, de la forme P(x) = 
Co + Ga cos(nx) + bn sin(nx)). Nous énoncerons et démontrerons ces 


(3) En général, la continuité n’est pas préservée par passage à la limite simple. Par exemple, 
la suite fn: c++ x”, sur [0,1], converge simplement vers une fonction discontinue au 
point 1. 
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résultats à la fin de cette section. Nous allons commencer par démontrer un 
résultat général dû à Stone [132]. 


Théorème 1.41 (Stone-Weïerstrass). Soit X un espace topologique compact. 
Munissons l’espace C(X;R) des fonctions continues à valeurs réelles de la 
norme uniforme, ||f|| = sup,e x |f(x)|. Considérons une sous-algèbre A de 
C(X;R) unitaire (c’est-à-dire un sous ensemble de C(X;R) qui contient les 
fonctions constantes et qui est stable par addition et multiplication : si f,g 
sont dans À alors f+g et fg sont dans A). On suppose de plus que À sépare 
les points de X au sens où pour tous x,y dans X avec x Æ y, il existe f € A 


telle que f(x) Æ f(y). Alors A est dense dans C(X;R). 


Démonstration. La démonstration repose sur trois idées différentes. La pre- 
mière concerne la résolution du problème de l’approximation de la fonction 
valeur absolue par des polynômes. 


Lemme 1.42. Pour tout a > 0, il existe une suite de polynômes {pn}nen qui 
converge uniformément vers la fonction valeur absolue sur [—a, a]. 


Démonstration. Par le changement élémentaire de variables u(x) + u(x/a), 
on se ramène au cas a = 1. Nous allons commencer par construire une 
suite auxiliaire de polynômes qui converge uniformément vers la fonction 
racine carrée sur l'intervalle [0, 1]. Considérons pour cela la suite de fonctions 
Ph: [0,1] + R définie par : 


(1.9) Bet Bideroe AG _ P,(z)?). 


Alors P,, est une fonction polynomiale telle que 0 < P,(x). Montrons par 
récurrence que P,(x) < yx pour tout x dans [0,1]. Pour cela, on écrit 


Pasi (2) — Pala) = 5(V ~ Pa(a))(VE + Pal)), 


puis on utilise l'hypothèse de récurrence pour étudier le membre de droite. 
On obtient que le premier facteur yx — P,(x) est positif ou nul et que le 
second yx + P,(x) est majoré 2, d’où le résultat voulu : 


Maintenant, en revenant à la définition de la suite (1.9), on voit que la 
propriété 0 < P,(x) < Vx implique que la suite {P,(æx)}:>0 est croissante 
et majorée et donc convergente. La limite P(x) vérifie l'équation P(x) = 
P(x)+3(x-P(x)?), d'où P(x) = yx. Ensuite, on utilise un lemme classique 
de Dini (voir le lemme 1.45) pour montrer que la suite {Pp }n>0 converge 
uniformément vers sa limite /x sur [0, 1]. 

Ensuite, on pose pa(x) = P,(x?) pour obtenir une suite de polynômes 
qui converge uniformément vers la fonction valeur absolue sur l'intervalle 


symétrique [—1, 1], ce qui conclut la démonstration. 
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La seconde idée de la démonstration est que À vérifie une propriété de 
stabilité particulière donnée par le résultat suivant. 


Lemme 1.43. Si f et g sont deux éléments de A, alors max{ f, g} et min{ f, g} 
appartiennent à À. 


Démonstration. Soient f,g dans A. Alors f +g et f — g appartiennent à A. 
Pour démontrer ce lemme, nous allons démontrer de plus que À est stable 
pour la valeur absolue, ce qui signifie que si f appartient à A, alors | f| aussi. 
On en déduira le résultat voulu à partir des identités élémentaires 
a+y+|x—yl at+y—|r—yl 
2 | 2 ` 

Considérons une fonction f appartenant à À et montrons que |f| € A. 
Il existe une suite {fp}pen qui converge vers f uniformément sur X. 
Comme X est compact, f(X) est bornée dans R, d’où l’on déduit qu’il 
existe a > 0 tel que fp(X) C [-a,a] pour tout p € N. 

Nous avons démontré au lemme 1.42 qu’il existe une suite de polynômes 
{pn} qui converge vers la valeur absolue |-| uniformément sur [—a, a]. Alors, 
pour tout £ > 0, on peut trouver deux indices n et p tels que || fp — f|| < €/2 
et SUPe[—a,a] Pn(t) — [|| < €/2. Il suit directement que 


lBa (fo) = IFN S len fp) — olll + Not — IFI 


< 
< Le [Pn (t) — lll + fo — fll €. 
tE€|—a,a 


max{z, y} = min{z, y} = 


Comme A est une algèbre, pn(fp) appartient à A, ce qui implique que |f| 


appartient à À. 


Il reste ensuite à expliquer comment cette propriété d’être stable par 
passage à la valeur absolue intervient. C’est l’objet du dernier lemme. 


Lemme 1.44. Soit X un espace topologique compact qui contient au moins 
deux éléments. Soit H une partie de C(X;R) vérifiant les deux conditions 
suivantes : 

(a) pour tous u,v dans H, les fonctions max{u,v} et min{u,v} sont 
dans H ; 

(b) pour tout couple de points distincts de X, si a, et ag sont deux 
nombres réels, il existe u € H tel que u(x1) = ay et u(x2) = a2. 
(On dit que H est un treillis.) Alors H est dense dans C(X;R). 


Démonstration. Soient f € C(X;R) et € > 0. Fixons un point x € X. Pour 
tout y # x, il existe vy € H tel que v,(x) = f(x) et vy(y) = f(y). Soit 


Oy = {z E X : v,(z) > f(z) — €}. 


Pour tout y € X, par continuité de la fonction vy, l’ensemble Êy est un 
ouvert qui contient y et x donc X = U, iz y. Par compacité, on peut 
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extraire un sous-recouvrement fini : X = Wrin Oy,, avec yj # x pour tout j. 
Soit alors us = max{v,,,...,v,,.}. Cette fonction vérifie uy € H et de plus 


ur(x) = f(x) et Vr'e X, uz(x’) > f(x) —e. 
On fait maintenant varier x et on pose, pour chaque x € X, 
Q; = {x € X :uz(2") < f(a’) +e}. 
Ainsi, Qz est un ouvert de X par continuité de uz. De plus, Qg contient x. 
On peut utiliser 4 nouveau la compacité de X pour obtenir un nombre fini 
de points tels que X = Uf; Qz,. Soit enfin u = min{uz,,..., Uz, }. Alors 
u € H et, pour tout x € X, on a 
f(x) —e< u(x) < f(a) +e. 


Ceci démontre que || f — ul] < €, ce qui termine la démonstration. 


La fin de la démonstration du théoréme de Stone-Weierstrass est facile. 
Déjà, si X est réduit à un seul élément alors le résultat est trivial car C(X; R) 
est constitué de fonctions constantes, qui sont dans A par hypothése. Si, 
maintenant, X contient au moins deux éléments, le lemme 1.43 montre que 
H = A vérifie la première hypothèse du lemme 1.44. Il reste uniquement 
à vérifier que H = A vérifie la seconde hypothèse. Pour cela, considérons 
1,22 dans X et deux réels a, et a2. Comme A sépare les points, il existe f 
dans A telle que f(x1) Æ f(x2). On pose alors 


(x) = f(x) 
F2) — Flv) 


Comme A est une algébre qui contient les fonctions constantes, on vérifie 


u(x) = a1, + (a2 — a1) 


que la fonction u appartient à A (donc à A) et vérifie la propriété voulue. 
Ce qui termine la démonstration du théorème de Stone- Weierstrass. 


Pour étre complet, nous rappelons le lemme de Dini que nous avons utilisé 
dans la démonstration du théoréme de Stone-Weierstrass. 


Lemme 1.45 (Dini). Soit I un intervalle compact de R. Considérons une suite 
de fonctions continues fn: I — R avec n > 0, qui est croissante au sens 
OÙ fn S fn+1. Si la suite converge simplement vers une fonction continue 
f € C°(1), alors elle converge uniformément vers f. 


Démonstration. Soit € > 0. Pour tout entier n on pose 


Qn = {x E I : f(x) > f(x) - e}. 
Les ensembles 2,, sont ouverts car les fonctions f, et f sont continues. 
De plus, ils forment une suite croissante exhaustive de J, car la suite (fn)nen 
est croissante et converge simplement vers f. Par la propriété de Borel- 
Lebesgue, il existe un entier m tel que I = Qm, et donc tel que pour tout 
x E I, fm(x) > f(x) — e€. Par convergence croissante, on a l’autre inégalité : 
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mx) < f(a). Ainsi, supser | f(x) — fm(x)| < €, ce qui démontre que la 
convergence est uniforme. 


Corollaire 1.46 (Stone-Weierstrass complexe). Soit X un espace métrique 
compact. Munissons l’espace C(X;C) des fonctions continues à valeurs com- 
plexes de la norme uniforme, ||f|| = sup,ex |f (x)|. Considérons une sous- 
algèbre A de C(X;C) unitaire, stable par conjugaison (si f € A alors f 
appartient à À) et séparant les points de X. Alors À est dense dans C(X;C). 


Démonstration. Notons que si f € À alors Re f et Im f appartiennent à A. 
Posons H = AN C(X;R). Alors H est une sous-algèbre de C°(X;R) qui 
est unitaire et qui sépare les points (si x # y et si f € A est telle que 
f(x) # fly), alors soit Ref convient, soit Im f convient). Donc H est 
dense dans C(X;R). Ce qui implique le résultat voulu par décomposition 
en parties réelles et imaginaires. 


On peut maintenant en déduire des résultats de densité fondamentaux. 


Corollaire 1.47 (Densité des polynômes algébriques). Soit f une fonction 
continue sur un intervalle compact [a,b] C R, à valeurs complexes. Alors, 
pour tout € > 0, il existe un polynôme P tel que, pour tout x € [a,b], on ait 


[f() — P(x)l < e. 


Démonstration. On vérifie aisément que l’ensemble des polynômes est une 
sous-algèbre unitaire, stable par conjugaison et séparant les points (la fonc- 
tion identité x ++ x est un polynôme qui sépare trivialement les points). 
Le résultat voulu est donc un corollaire du théorème de Stone-Weierstrass 
dans la version à valeurs complexes. 


Définition 1.48. Un polynôme trigonométrique est une fonction P: R? > C 
de la forme 
P(x) = 5 Ge 
Inl<n 
avec N EN, n = (n1,... Nna), Cn E C et n- £ = nizi +--+ + NgLa. 


Corollaire 1.49 (Densité des polynômes trigonométriques). 

Considérons une fonction f: R¢ — C continue et 2r-périodique par 
rapport à chaque variable. Pour tout € > 0, il existe un polynôme trigono- 
métrique P tel que sup, cpa | f(x) — P(x)| < €. 


Démonstration. Notons S! le cercle des nombres complexes de module 1, 
T? = S1 x... x $1, le produit de d copies de S! (qui est un espace topolo- 
gique compact), et considérons l'algèbre C°(T¢; C) des fonctions f: T? — C 
qui sont continues. Notons À la sous-algèbre formée des fonctions de la forme 
P(z) = Vinten cnz” où 2” = 297 ---29%. Alors A est une sous-algèbre de 
C(T?;C), unitaire, stable par conjugaison et séparant les points (en effet, 
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si x # y, alors il existe un indice 1 < k < d tel que P(x) À Px(y) pour 
l'application P,(z) = 24). Le théorème de Stone-Weierstrass (dans la version 
à valeurs complexes) implique que À est dense. Pour conclure la démons- 
tration, considérons maintenant f: R? — C continue et 27-périodique par 
rapport à chaque variable. Alors on peut définir une fonction F: T? — C 
par F(e’!,...,e'"4) = f(x1,..., va) et appliquer le résultat précédent. 


1.6.3. Continuité et convergence simple. 


Proposition 1.50. Soit X un espace topologique compact. Supposons que 
l’espace C°(X) est complet pour une norme ||-|| qui vérifie la propriété 
suivante : si limn—++co || fn|| = 0, alors (fa(x))nen converge vers 0 pour tout 
x € X. Alors la norme ||-|| est équivalente à la norme || f||oo = sup,ex |f(æ)|. 


Démonstration. On note E le couple (C°(X), ||-||) et étant donné x € X, 
on note A, l’application linéaire définie par 


Démontrons que pour tout x dans X l'application A, est continue. Pour cela, 
nous allons utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité donnée par 
le résultat suivant. 


Lemme 1.51. Soient (Y1,d1) et (Y2,d2) deux espaces métriques et y € Yı. 
Une application T: Yı — Y> est continue au point y si et seulement si elle 
est séquentiellement continue (ce qui signifie que pour toute suite (Yn) qui 
converge vers y dans Yı, la suite (T(yn)) converge vers T(y) dans Yə). 


Démonstration. Si T est continue au point y alors, pour tout € > 0, il existe 
ô > 0 tel que 


Vee Yi, difx,y) <ô = d2i(T(x), T(y)) < €. 


On en déduit directement que si (yn) qui converge vers y dans Yj, alors la 
suite (T(yn)) converge vers T(y). Réciproquement, supposons que T n’est 
pas continue au point y. Alors, il existe € > 0 et pour tout entier n € N 
il existe £n € Yı tel que d(ay,y) < 1/n et do(T(an),T(y)) > €. Ce qui 
implique directement que T n’est pas séquentiellement continue. 


Montrons que pour tout x € X l’application A, est continue. Il suffit par 
linéarité de montrer que A, est continue en 0. D’aprés le lemme précédent, 
il suffit donc de montrer que À, est séquentiellement continue en 0. Consi- 
dérons alors une suite (fn) telle que || f,,|| converge vers 0 quand n tend vers 
+00. Par hypothèse, la suite (fn) converge aussi simplement vers 0. En par- 
ticulier, (fA(x)) converge aussi vers 0. Par définition de A,, ceci implique 
que la suite (Az(fn)) converge vers 0. 
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Notons ensuite que la famille  := {A, : x E X} est simplement bornée. 
En effet, pour tout x dans X et tout f appartenant à C°(X), 


|Ax(F)| = |f(æ)| < sup |f(y)| < +00, 
yEX 


où lon a utilisé le fait que f(X) est un compact de R pour obtenir la dernière 
majoration. 

Ainsi, le théorème de Banach-Steinhaus assure que la famille F est uni- 
formément bornée dans l’espace des applications linéaires continues de E 
vers R. Ce qui ce traduit par l'existence d’une constante C telle que : 


VreX,VfeE, |= AP] Mlle Ifl CUS. 
Et donc, 


If = sup IF C IFI. 
xeX 


On complète la démonstration en utilisant la complétude de E et le corol- 
laire 1.36 qui énonce que deux normes sur un espace de Banach sont équi- 
valentes dès que l’une domine l’autre. 


1.7. Exercices 


Exercice (corrigé) 1.1. Considérons un espace vectoriel normé Æ de dimen- 
sion infinie. En utilisant la suite introduite dans la démonstration du lem- 
me 1.16, montrer qu’il existe une fonction continue F: E — E qui est 
continue et non bornée sur la boule unité fermée. 


Exercice (corrigé) 1.2. Soit A un sous-ensemble non borné de R. Prouvez que 
si f: A > R est une limite uniforme de fonctions polynomiales sur R, alors f 
est un polynôme (ce qui explique pourquoi il est nécessaire de travailler sur 
un ensemble borné pour prouver le théoréme de Stone-Weierstrass). 


Exercice (corrigé) 1.3. Le but de cet exercice est de donner une démons- 
tration élémentaire, due à Alan Sokal [129], du théorème de Banach- 
Steinhaus. Considérons un espace de Banach (£,||-||,,) et un espace 
normé (F;||-||-). On note Z(E,F) l’espace des applications linéaires 
continues de E dans F, muni de la norme d’opérateur 

Is,» = sup |Tal|p- 


lælle=1 
(1) Soit T € Z(E, F). Montrer que, pour tout xE E et tout ¿€ E, ona 
TER < max{||T (£ + 6)|r [T€ — Hllrt- 
(2) En déduire que, pour tout x € E et tout r > 0, 


sup Tale > IT leery" 
{x'eE:||x'-x|| ,=r} 
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(3) Considérons une famille {Ty}aca d'applications T, € Z(E,F) 
qui est simplement bornée (c’est-à-dire telle que, pour tout x € E, on a 
SuPacA [Tat||r < +00). Supposons par l'absurde que {Ta}aca n’est pas 
bornée dans Z(E, F) et considérons (a, sen telle que Ta, [gp 7) 2 4”: 
Montrer qu'il existe une suite (£n)nen de E telle que 


—n 2 =n 
zo = 0, |En zi Ty alle =3 ”, xl 2 3° |Z lle er) : 
En déduire le théoréme de Banach-Steinhaus. 


Exercice 1.4. Soit E un espace de Banach et soit T: E — E’ une application 
linéaire telle que, pour tout (x,y) E€ E x E, 


(Tz, y) = (Ty, z). 


Monter que T est continue. 


Exercice 1.5. Soit E un espace de Banach. On considère une application 
linéaire continue T: E — E vérifiant la propriété suivante : pour tout x € E, 
il existe My € N* tel que T™?” (x) = 0. Montrer que suppen llan T” || < +00 
pour toute suite (an)nen de nombres réels, puis en déduire qu’il existe un 
entier n tel que T” = 0. 


Exercice 1.6. Le but de cet exercice est de montrer que toute inclusion entre 
deux sous-espaces vectoriels complets continuellement inclus dans Lj.,,(Q) 
est en fait une inclusion continue (dans le sens où l'injection canonique est 
continue). 

Plus précisément, considérons un ensemble ouvert Q C R” et considérons 
deux sous-espaces vectoriels E et F de l’espace Li,,(Q). On suppose que E 
et F sont dotés de normes ||-|| p, ||-||,-, qui les rendent complètes et telles que 
toute suite (fn) qui converge vers 0 pour ||:|| p (resp. pour ||-||,-) converge 
vers 0 dans L} (Q) dans le sens suivant : pour tout y € CF (Q), 

EZOO dx re 0. 


Supposons que Æ C F. Prouvez qu'il existe C > 0 tel que [[ul|r < Cllullz 
pour tout u € E. (Indice : utilisez le théorème du graphe fermé). 


Exercice 1.7 (Principe de continuation de Schauder). On considère un espace 
de Banach (B,||-||,,) et un espace vectoriel normé (V, ||-||,)-). Considérons 
deux opérateurs linéaires continus Lo: B > V et Lı: B > V. Pour t dans 
(0, 1], on définit 

L = (1 — t)Lo + thy. 
On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que 


Vt € [0,1], Vue B, |lulle < AllLeully. 
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(1) Supposons que Ls est surjective pour un certain s € [0,1]. Montrer 
que L, est bijective et que son inverse est une application linéaire continue 
vérifiant 


=i 
elvan <A 
(2) Soit f € V et soit s € [0,1] tel que L, est surjective. Observer que 
pour tout t € [0,1], 
f = Lyu = f = Deut (t — s)(Lı = Lo)u. 
Introduire une application Ts: B — B dépendant de f et s,t et vérifiant 
les deux propriétés : 
(i) f= Lyu = u=T,;u), 
et 
1 
(Lollsv + ile) 
(3) En déduire que L; est surjective pour tout t € [0,1] tel que |t — s| € 
[0,6[. Puis montrer que si L est surjective alors Lı est surjective. 


(ii) TT, est une contraction si |t — s| < ô = A 


CHAPITRE 2 


THÉORÈMES DE POINT FIXE 


Nous abordons dans ce chapitre la question de la résolution d’une équa- 
tion ®(x) = 0 du point de vue de l'Analyse. L’inconnue x peut appartenir à 
un espace vectoriel de dimension infinie. Nous allons voir plusieurs situations 
dans lesquelles on peut garantir l’existence d’une solution et aussi obtenir la 
solution comme limite d’une suite définie itérativement. Nous démontrerons 
plusieurs résultats fondamentaux : le théorème du point fixe de Banach, 
le théorème d’inversion locale, le théorème de Cauchy-Lipschitz, le théo- 
rème de Brouwer et le théorème d’invariance du domaine. Nous aborderons 
aussi l'étude du principe variationnel d’Ekeland et du théorème des fonc- 
tions implicites de Nash qui joue un rôle clé dans de nombreux domaines de 
recherche. 


2.1. Rappels de calcul différentiel 


Soient FE et F deux espaces vectoriels normés réels et soit U un ouvert 
de E. Considérons une application f: U — F et un point a € U. On dit 
que f est différentiable au point a au sens de Fréchet s’il existe une appli- 
cation linéaire continue L: E — F et une application €: E — F telles que 

f(x) = f(a) + L(x — a) + ||x —-alke(x —-a) avec lim e(h) = 0. 

[Rll —0 
L'existence de L dépend du choix de la norme ||:|| p. Une telle application 
linéaire L est nécessairement unique et on l’appelle la différentielle de f en a, 
notée df (a) oud, f ou f'(a). Par abus, nous dirons simplement différentiable 
au lieu de différentiable au sens de Fréchet. Rappelons le résultat suivant. 


Théorème 2.1 (Inégalité des accroissements finis). Soit f: U C E — F une 
application différentiable sur un ouvert convexe U. Supposons qu'il existe 
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une constance C telle que 
VaEU, [df(a)lz(r < C: 


Alors, pour tout couple (x,y) dans U x U, on a 


If) — Fle < C lle — yle. 


Supposons que f soit différentiable en tout point de U. On note alors d f 
Papplication a + df(a), appelée différentielle de f. Si application df est 
continue de U dans Z(E, F), alors on dit que f est de classe C! sur U et on 
note f € CU). Si l'application df est différentiable tout point a de U, alors 
on dit que f est deux fois différentiable sur U et on note d?f l’application 
obtenue. Si cette application est continue de U dans Z(E, Z(E, F)), alors 
on dit que f appartient à l’espace noté C?(U) des fonctions de classe C? 
sur U. Par induction, on définit plus généralement la notion de fonction de 
classe C* pour tout entier k. On dira que f appartient à l’espace C°(U) 
des fonctions de classe C® sur U si f est de classe C? pour tout k. Enfin, 
étant donné un fermé K C U, on dira que f est de classe C% sur K s’il 
existe un ouvert V tel que K C V CU et tel que f appartient à C*(V). 


2.2. Théorème du point fixe de Banach 


Commençons par l’exemple fondamental de la résolution de ®(u) = 0 
dans le cas où ® — I est une application contractante, au sens de la définition 
suivante. 


Définition 2.2. Soient (E,d) un espace métrique et k un nombre réel positif. 
On dit qu’une application f: E — E est k-lipschitzienne si, pour tout couple 
(x,y) dans E x E, 

Uf (x), f(y) < kd(z, y). 


On dit que f est contractante si elle est k-lipschitzienne pour un certain k 
appartenant a [0, 1[. 


Théorème 2.3. Soient E un espace métrique complet et f: E — E une appli- 
cation contractante. Il existe un unique point fixe x* de f dans E, c'est- 
à-dire tel que f(x*) = x*. De plus, toute suite (an)nen d'éléments de E 
vérifiant Ln41 = f (£n) converge vers x*. 


Démonstration. Soit xo € E et soit (£n)nen la suite définie par £n}1 = 
(tn). Alors d(£m+1, Tm) < kd(@m,%m_—1) donc 


dXm+1, Lm) < k”d(zı, zo). 


Comme nip — Tn = n41 — En + °°" + Enp — Tn+p—1, On en déduit 


1 
Wnty) S (k” +-+ KP D (x, £o) < ter d(x1, to), 
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T 


donc la suite (£n )nen est de Cauchy. Comme FE est un espace complet, cette 
suite converge vers un élément noté x*. Pour montrer que x* est un point fixe 
de f nous allons utiliser l'inégalité précédente d(£m+1, £m) < k™d(x1, xo) 
qui entraîne que d(f(&m),%m) < k™d(zx1, £0). Comme k < 1 et que f est 
continue, on peut passer à la limite dans cette inégalité pour déduire que 
d(f(x*),x*) = 0, ce qui montre que x* est un point fixe de f. 


2.3. Théorème d’inversion locale 


Dans cette section, nous allons voir la démonstration du théorème d’in- 
version locale dans les espaces de Banach. 


Définition 2.4. Considérons deux espaces normés B;,B2 et des ouverts 
U C Bı et V C B2. On dit qu’une application f: U — V est un 
C*-diffeomorphisme, avec k € N U {oo}, si: 

— f est de classe C* ; 

— f est une bijection de U sur V; 

— l'application réciproque f~! est de classe C*. 


Théorème 2.5. Soit f: U — Bz une application C! d'un ouvert U d’un 
espace de Banach Bı à valeurs dans un espace de Banach Bo. Si df(xo) 
est un isomorphisme de Bı sur B2 alors f est un C! difféomorphisme d'un 
voisinage de xo sur un voisinage de f(xo). 


Remarque 2.6. De plus, on démontre que si f est injective et si pour tout x 
de U la différentielle df(x) est un isomorphisme bicontinu, alors f(U) est 
un ouvert et la bijection réciproque, de f(U) dans U, est de classe C1. 


Démonstration. On commence par se ramener au cas Bı = Bo, xp = 0, 
f(ao) = £o et df(xo) = I, où l’on note I l’application identité. Pour cela, 
on remplace U par l’ensemble U des éléments x tels que zo + x appartient 
à U, et on remplace f par l’application 


f(x) = (Af (0) (Ff (wo + 2) — (ro). 

Introduisons alors y(x) = x — f(x). La différentielle dy(0) de y est 
nulle en 0 donc il existe r > 0 tel que B, est incluse dans U et tel que la 
norme de la différentielle de 4 soit toujours inférieure à 1/2 sur cette boule. 
On introduit W = B,/2 et V = B. N f~!(W). Montrons que f est bijective 
de V dans W. 

Surjectivité. Soit y € W. On cherche x € V tel que y = f(x). Pour cela, on 
écrit l'équation y = f(x) sous la forme 
x = h(x) avec h(x) = y+6(x) = x +y— f(x), 


et on cherche un point fixe de h. 
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L’inégalité des accroissements finis implique que y est 1/2-lipschitzienne 
sur B,. Ainsi, ||p(x)|| < r/2 pour tout x € B,. Pour tout y € W = B,/2,ona 
\|y|| < r/2 donc h envoie B, dans B, par l'inégalité triangulaire. De plus, h, 
comme g, est 1/2-lipschitzienne. Donc h admet un point fixe x dans B, 
(d’après le théorème 2.3 du point fixe). On vérifie que x appartient à B, car 
x = h(x). De même, on a x € f~'(W) car f(x) = y. Ce qui démontre que 
pour tout y € W, on peut trouver x € V tel que f(x) = y. 


Injectivité. Pour tout (£1, £2) € V x V, 
zı — xall = |lp(w1) + f(x) — p(w2) — f(x2)| 


< 5 les = zall + If) = Flea) 


donc 


(2.1) [z1 — xl] < 2||f(e1) — f(x), 
ce qui implique que f: V — W est injective. 


Régularité. D'abord, on observe que df(x) = I — dy(x) et dy(x) est de 
norme inférieure à 1/2 < 1 pour tout x dans V. Donc df(x) est d’inverse 
bornée d’après un résultat classique démontré ci-dessous, et son inverse est 
donnée par ÿ',en(dyp(x))", de norme plus petite que 2. Montrons ensuite 
que f~t est différentiable et que sa différentielle est l'inverse de df(f~'(z)). 
Pour cela, fixons y € W, notons x = f~+(y) et posons L = (df(f-t(y))) !. 
On veut montrer que 


(2.2) Py +2) — Fy) — Lal] = ollel). 
Pour cela, introduisons h tel que x +h = f~!(y+ z). Alors 
AA @ +2) — FY) Lel] = le +h- x- LE +h) - f(x))| 

= ||L(f(@ +h) — f(x) — LR) || 
< 2e +h) - fle) - LR 


car ||L|| (m) est majoré par 2. Maintenant, on utilise Lt = df(x) pour 
conclure 


1 


[F @ + 2) — FT (y) — Lal] < AA I. 

On peut alors utiliser l'inégalité (2.1) pour conclure que ||h|| < 2 ||z||, ce qui 
finit de démontrer (2.2). 

Comme f~t est différentiable, elle est continue et x + (df(f-!(x))) ! 

est continue par composition de fonctions continues. 


Lemme 2.7 (Série de Neumann). Soient B un espace de Banach etT € Z(B) 
vérifiant ||T|| < 1. Alors I — T est inversible et son inverse est donnée par 


(T-T) t= > Te, 
n=0 
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Démonstration. La démonstration repose d’une part sur le fait que Z(B) 
est un espace de Banach (car B en est un) et d’autre part sur le fait que 
la norme d’opérateur sur Z(B) vérifie l'inégalité suivante : [T2] (B) S 
PTE 

Considérons la somme partielle Sn = T°+T+---+7”. Alors (1—T)S, = 

+1 

I — T”+! converge vers I car es < [TZ et WIT iggy < 1 
par hypothèse. De plus, la série $, converge normalement donc converge 
car (B) est un espace de Banach. Ce résultat, classique, se démontre 
directement de la façon suivante : puisque 


n+m +oo 
|Sn+m — Sall (B) S 5 IT) S 5 IT rece» 
j=n+1 j=n+1 


et puisque le membre de droite de l'inégalité précédente converge vers 0, la 
suite (Sn) est de Cauchy et par conséquent c’est une suite convergente de 
l’espace de Banach Z(B). 


2.4. Théorème de Cauchy-Lipschitz 


Théorème 2.8. Soient n > 1 et f € C!(R x R”; R”) une application. Alors, 
pour tout yo dans R”, il existe T > 0 tel que le système d’équations diffé- 
rentielles y! = f(t,y) a une unique solution y € C!(|—-T,T]; R”) vérifiant 
y(0) = yo- 


Démonstration. Fixons un paramètre T > 0. Notons que y est solution de 


(2.3) y' = f(t, y(t), Ylt=o = Yo; 
si et seulement si la fonction z(7) = y(TT) — yo vérifie 
(2.4) 2'(r) =Tf(T7,2(7) + Yo), 2lr=0 = 0. 


Donc, si on sait trouver T > 0 tel qu’il existe une solution z définie sur un 
intervalle de temps [—1, 1] on aura une solution du problème initial, définie 
sur un intervalle de temps [—T, T]. 

Introduisons les espaces 


Bo = C*([-1,1];R") et Bı = {z € C([-1,1];R°) : z(0) = 0}. 
Ceux sont des espaces de Banach pour les normes 


lulls = sup u(y], |lulla, := sup |u(r)|+ sup lu’(r)|, 
[-1,1] [-1,1] —1,1] 


où |:| désigne une norme quelconque sur R”. Introduisons aussi la fonction- 
nelle ®: R x Bı > R x Bo définie par 


®(T,z)=(T,v) où v(t) =2'(7)- Tf(Tr, z(T) + yo). 
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Alors ® est une application C! et la différentielle en (0,0) est donnée par 
l’application 


d®P(0,0)-(T,h)=(T,u) avec u(r) = h'(r) — Tf(0,%o). 


Cette application est un isomorphisme linéaire de R x Bı sur R x Bo, 
dont l'inverse est l'application L définie par L(T,v) = (T,w) où w(r) = 
Trf(0, yo) + fo v(s) ds. 

On peut alors appliquer le théorème d’inversion locale, qui implique que ® 
est un C1-difféomorphisme d’un voisinage U C R x Bı de (0,0) sur ®(U). 
Comme (0,0) appartient à U, ((0,0)) appartient à ®(U). Or, par défini- 
tion de ®, on a ®((0,0)) = (0,0). Par ailleurs, ®(U) est un ouvert, car c’est 
l’image réciproque de l’ouvert U par l'application continue $&-!. En par- 
ticulier, il existe T1 > 0 tel que le couple (T,0) appartient à ®(U) pour 
tout T € ]0,7:]. Il existe donc un couple (T’,z) dans R x Bı tel que 
®((T’,z)) = (T,0). On en déduit que T” = T et que z est solution de 
Péquation (2.4). Alors, comme on l’a expliqué au début de la démonstra- 
tion, la fonction y(t) = yo + z(t/T) est solution de (2.3) sur Vintervalle de 
temps [—T, T]. 

Il reste à montrer l’unicité. Supposons que yı et y2 sont deux solutions 
définies sur [-T,T]. Posons, pour j € {1,2}, z;r(T) = y;(TT) — yo. Notons 
que 


lzrllg, <2T sup FAUIE 
[-T,T] 


Aussi, il existe T2 > 0 tel que, si T € ]0,72] alors (T,z17) et (T, 22,r) 
appartiennent à l’ouvert U construit à l’étape précédente. Comme 2;7 est 
solution de ®(T, z;,r) = (T,0), et comme ® est une bijection de U sur son 
image, il suit que 21,7 = 22,7 et donc yı = y2. 

En prenant T = min{T;, T2}, on obtient l’existence et l’unicité d’une 
solution définie sur l'intervalle de temps [—T, T]. Ce qui conclut la démons- 
tration. 


2.5. Théorémes de Caristi et d’Ekeland 


Nous allons montrer dans cette section un résultat célèbre d’Ekeland [37] 
qui garantit l'existence de solutions presque optimales à certains problèmes 
d'optimisation, sans faire d’hypothése de compacité. Ce résultat permet de 
démontrer trés rapidement un autre théoréme de point fixe, celui de Caristi 
[20], qui est trés utile pour résoudre le probléme de Cauchy pour certaines 
équations aux dérivées partielles non-linéaires (nous renvoyons au chapitre 8 
de l’ouvrage de référence de Lieberman [95]). 
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Théorème 2.9 (Principe variationnel d’Ekeland). Soit (E,d) un espace mé- 
trique complet et soit F: E > R une application continue, bornée inférieu- 
rement (infg F > —oo). Considérons £ > 0 et x € E tels que 


F(x) < inf F +e. 


Pour tout ô > 0, il existe y € E tel que 


(i) F(y) < F(x); 
(ii) d(x,y) < 6; 
(iii) yz€ Ex {y}, F(z) > Fly)- : d(y, z). 


Démonstration. On peut supposer que € = 1 = 6 (quitte à remplacer la 
distance d par la distance (x, y) = d(x,y)/6, et F par l'application F(a) = 
F(x)/e). 

On définit une suite (£n)nen par récurrence en partant de vp = x. Sup- 
posons £n connu. Il y a alors deux cas : 

(1) Soit, pour tout z E€ EX {£n}, ona F(z) > F(an) — d(tn, z), et alors 
On pose Lni1 = Tn- 

(2) Soit il existe z # £n tel que F(z) < F(xn) — d(an,z). Auquel cas on 
considère l’ensemble Sn des éléments vérifiant cette condition et on choisit 
In+1 € Sn tel que 


1 ; 
(2.5) F(£n+1)— nee < 5 (Fen) — mi F). 


Nous allons voir que la suite (x,) est de Cauchy. Pour cela, notons que dans 
les deux cas de l’alternative précédente, on a 


d(£n,£n41) S F(tn) — F(2n+41); 


de sorte que par sommation télescopique, pour tout couple d’entiers 0 < 
n <p,ona 


(2.6) GW) Shh ES A 


Or la suite (F(x,)) est décroissante (par construction) et bornée inférieure- 
ment (car F l’est), donc elle converge. La suite (F(x,)) est donc de Cauchy, 
ce qui prouve que (x,) est de Cauchy. On note y la limite de la suite (£n). 

Il est immédiat que F(y) < F(x) car la suite (F(x,)) est décroissante. 
De plus, pour tout entier p, en appliquant (2.6) avec n = 0, ona 


d(x, xp) < F(x) — F(a») < F(x) — inf F <l (par hypothèse sur x). 
En passant à la limite quand p tend vers +00, on vérifie que d(x, y) < 1. 


Il reste à montrer la propriété (iii). Supposons qu’elle ne soit pas vrai et 
qu’il existe z € E tel que F(z) < F(y) — d(y, z). Nous allons combiner cette 
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inégalité avec celle obtenue en passant à la limite quand p tend vers +00 
dans (2.6), c’est-à-dire : 


VREN, F(y)= lim F(zp) < F(an) — d(tn,y). 


p— +00 
Alors, en utilisant l'inégalité triangulaire, on trouve que, pour tout n € N, 
F(z) < Fly) — d(y,2) < F(an) — d(xn, y) — dy, z) < F(an) — d(æn, 2), 
ce qui implique que z € Sn pour tout n € N. On peut alors utiliser l'inégalité 
(2.5) pour écrire 


2F (an4i) — F(an) S inf F < < F(z). 


En passant 4 la limite, il suit que F(y) < F(z), ce qui contredit la définition 
de z. 


Corollaire 2.10 (Point fixe de Caristi). Soit (E,d) un espace métrique complet 
et soit d: E — [0,+00[ une application continue. Pour toute application 
continue f: E > E vérifiant 


(2.7) Vee, d(x, f(x)) < p(z) — o(f(2)), 
il existe un point fixe y (tel que y = f(y)). 


Démonstration. On applique le théoréme 2.9 a la fonction ¢, avec 6 = 1 et 
E = 1/2 et x un point quelconque tel que (x) < infg ¢+1/2. On en déduit 
Vexistence de y € E tel que, 


1 
YzEE, (2) > dy) - 34,2). 
En appliquant cette inégalité avec z = ), on obtient 


pu) — O(F(Y)) < 54 FY), 


de sorte que l’hypothèse (2.7) entraîne Gatos < $d(y, f(y)). Ce qui 
implique que y = f(y). 


fy 
< 5d 


2.6. Théoréme du point fixe de Brouwer 


Étant donné un vecteur x = (£1,..., £n) de R”, on note |x| la norme 
euclidienne définie par |x|? = 2? +--+ a2. Le but de cette section est de 
démontrer le résultat fondamental suivant : 


Théorème 2.11 (Brouwer). Soient n > 1 et B= {x € R” : |x| < 1} la boule 
unité fermée de R”. Toute application continue y: B > B admet un point 


fire. 


Corollaire 2.12. Soit C C R” un ensemble homéomorphe à B. Alors toute 
application continue D: C + C admet un point fixe. 
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Démonstration. Considérons un homéomorphisme «x: C — B (c'est-à-dire 
une application continue et bijective, dont l'inverse k~!: B — C est aussi 
continue). Alors l'application Y = ko box !: B > B est continue, donc 
admet un point fixe y € B d’après le théorème 2.11. Alors x = K~! (y) € C 
est un point fixe de Q. 


Remarque 2.13. En particulier, on en déduira à l'exercice corrigé 2.2 que le 
théorème 2.11 reste vrai si on remplace la norme euclidienne par n’importe 
quelle norme. 


Démonstration du théorème 2.11. Nous commençons par montrer qu’il suf- 
fit de démontrer le lemme suivant. 


Lemme 2.14. Considérons une fonction continue 0: B— B telle que O(x)=x 
pour x appartenant à la sphère S"-!. Alors B = (B). 


Démonstration du théorème à partir du lemme. On raisonne par l’absurde. 
Supposons que w(x) # x pour tout x dans B. Considérons x dans B et 
notons D, la demi-droite d’origine y(x) qui passe par x : 


Dz = (lw) + Ma — V(x) : À > 0}. 


Cette demi-droite intersecte la sphère S"~! en un point unique, noté 0(x). 
Alors on vérifie facilement que l'application 0: B — S"-1 est continue et 
de plus 6(x) = x pour tout x € S"~!. Le lemme précédent implique que 
B = 0(B), ce qui est absurde car 0(B) C S"-! par construction. 


Il reste à démontrer le lemme 2.14. Il existe de nombreuses démons- 
trations de ce résultat. Celle qui est présentée ci-dessous est due à Peter 
Lax [87] et repose sur la formule du changement de variables dont nous 
commençons par rappeler l’énoncé. 


Théorème 2.15 (Changement de variables dans une intégrale). 
Soit k: U > V un difféomorphisme de classe C! (voir la définition 2.4). 
Alors, pour toute fonction borélienne f: V > R4}, on a 


J tows f tele) rte ae. 
V U 
où J(x) = dét(«K'(x)) = dét (3k; /Əx;) est le jacobien de x. 


L’idée de Peter Lax, très astucieuse, consiste à montrer la formule du 
changement de variables pour une intégrale multiple, sans supposer que le 
changement de variable soit un difféomorphisme. 


Lemme 2.16 (Peter Lax). Soit f: R” — R une fonction continue à support 
compact et soit p: R” — R” une fonction de classe C? qui coïncide avec 
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l’identité en dehors de la boule unité. Alors : 
(2.8) 2 F(p(x)) F(x) dx = : f(y) dy, 
où J = dét (Op; /Ox;) est le jacobien de vp. 


Remarque 2.17. 

(i) Notons que l'intégrale fen f(p(x))J(x) dx fait intervenir le jacobien 
de w et pas la valeur absolue du jacobien. 

(ii) Le point clé est que l’on ne suppose pas que y est un difféomor- 
phisme. Si y était un difféomorphisme, alors ce résultat serait une consé- 
quence du théorème 2.15. En effet, si y est un difféomorphisme, la fonction 
J = dét (p; /Əx;) ne s’annule pas sur R” donc elle garde un signe constant. 
Comme J est égale à 1 en dehors de la boule B (car y est l'identité hors 
de B), on en déduit que J est une fonction positive et donc que J = |J]. 

(iii) Peter Lax a également montré (cf. [88]) que l’on peut déduire le 
théorème 2.15 à partir de ce lemme. 


Démonstration. Soit f: R” — R une fonction continue à support compact. 
Étant donné y = (y1,...,Yn), introduisons 


yı 
gly) = F (S, Y2,- -+ , Yn) ds. 


Fixons c > 1 suffisamment grand pour que supp f soit inclus dans le cube 
Q = [-c,c]”. Alors on a f(y(x)) =0 si xz ¢ Q et 


COOL ES f (One) CEE 


Rre 
La démonstration repose sur des propriétés élémentaires de la fonction dé- 
terminant. On commence par noter que 


Og Og 
—(y(x))J(x) = —(y(az)) dét(Vey1,..., Von 
Fu (ela) Ia) = FEl) det( Vor... Ven) 
où l’on a utilisé le fait que, pour tout k différent de 1, on a 
dét (Vox, Vivo,---, VOn) = 0. 


Puis, en développant le déterminant dét (V(g(y()), Vyo2,-.--,VYn) par 
rapport à la première colonne, on obtient 


dét(V(g()), Vos, ---, Von) = Mid1(g(e)) + +++ + MnAn(9(¢)), 


où l’on a noté M; le mineur du terme à, (g(w)). Donc, 


(2.9) Fp) de = — | gp) (01M1 +--+ Oy Mn) de + B, 
R” Q 
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où le terme B est donné par : 
B = f, (ð (Mıglp)) ++ On(Mng(p))) dz. 


Le point clé (dû à Kronecker) provient de l’annulation suivante 

(2.10) OM +---+0,M, = 0. 

Démontrons cette identité. Pour cela, nous utiliserons l’identité formelle 
M: tose ôn Mn = dét(V, Vo, e.g Von), 

qui s’obtient elle aussi en développant le déterminant dans le membre de 

droite par rapport à la première colonne. Alors, si n = 2, on a directement 

O1 p2 

Oz Ozp2 


où la dernière annulation provient du théorème de Schwarz (symétrie 
de la matrice hessienne) qui s'applique car on a supposé que y est de 
classe C?. Considérons maintenant le cas n > 3. Notons A la matrice 
A = (V, V42,- .-, Vn). On utilise la définition du déterminant à partir de 
permutations“) pour écrire, 


dét(V, Vis, ... VOn) = 5 elo) II Ag(5)j 


O,M, + OM = dét ( ) = O1 0202 = 02012 = 0, 


cTEGn 
= X (o)d, (II Baos) 
oEG»h j=2 
= X €()(8o(1)9o(2) $2) ðs 3) (Oon) Pn) ++ 
ceGy, 
+ X elo) (sop) (Oo(n—1)Pn—1)(Oo(1)9e(n) Pn): 
cTEGn 


Montrons que les n— 1 termes du membre de droite ci-dessus sont tous nuls. 
Pour fixer les idées, étudions le premier de ces n termes : 


[= X. e(o)(Oo(1)O0(2)2)(Oo(3) 3) « -« (ofn) Pn): 


c€Gy 


(Notons Gn le groupe symétrique de E = {1,...,n}, c’est-à-dire l’ensemble des appli- 
cations bijectives de E sur E, appelées permutations, muni de la loi de composition 
d’applications. Une transposition est une permutation particuliére qui échange deux élé- 
ments en laissant les autres inchangés; on note alors (k, £) la transposition qui échange 
élément k avec l’élément £. Toute permutation o peut s’écrire comme un produit de 
transpositions. Une telle écriture n’est pas unique. Toutefois, on peut définir un inva- 
riant : la parité du nombre de termes d’un tel produit ne dépend que de la permutation. 
On parle alors de permutation paire ou impaire. On définit alors la signature e(o) d’une 
permutation ø de la façon suivante : e(o) = 1 si o est paire et e(o) = —1 sinon. 
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Soit T € G, une permutation quelconque. Comme l’application o H o oT 
est une bijection du groupe symétrique vers lui-même, on vérifie que 


I= 5 E(o o T)(dror(1)0507(2)P2)(0ror(3)P3) *** (Osor(n) Pn). 
OEG»n 


Nous appliquons ceci avec la transposition 7 = (1,2) donnée par 7(1) = 2 
et 7(2) = 1. Alors on a e(ø o T) = —e(o) et d’après le théorème de Schwarz 
Ogor(1)Og0r(2) $2 = Io(1)9o(2)2- Par ailleurs, o o T(k) = a(k) pour k > 3. 
Il suit que IT = —II ce qui démontre que I = 0. 

On conclut que l'identité (2.9) entraîne 


f(@)J dr = | (0: (Migle) + -- -+ On (Mng())) de. 
R” Q 


Notons que g(x) = 0 si x = (£1,..., £n) est tel que |x| > c pour un certain 
indice k tel que 2 < k < n. En combinant cette remarque avec le fait que 
p(x) = x si |z| > 1, on en déduit que, pour tout indice k tel que 2 S k <n, 


J On (Mi.9(¢)) dz = 0. 
Q 


On en déduit que 


(2.11) f(y)J dz = ‘i On (Mi 9(y)) dz. 
R” Q 
Notons que 
l A, (Mig(y)) dx = f O(T2,..., En) dt2--- dEn où 
Q [See]? =2 


O(x2,.--,%n) = (Mig(y))(c, £2,- , En) — (Mig(y))(—c, £2,- - , En). 
Par définition, Mı est le déterminant de la matrice carrée (Oy; /02%;)2<i,; 
Comme p(c, £2,..., £n) = (EC, £2,..., £n) car c > 1 et car y(y) 
si y ¢ B (par hypothèse), on en déduit que 


I 


re 
y 


My (+c, £2,..., £n) = 1. 


Par ailleurs, il suit de la définition de g et de hypothèse supp f C [-c, c]” 
que l’on a 


OO 
g(o)(—-c,xo,...,2n) = 0 et glp)(c, £2,..., 2n) = | J(,xo,...,æn)dt. 
— 00 
Nous avons donc démontré que 


[ atanate)) ar = f(y) dy. 


Rv 


Ce qui conclut la démonstration au vu de (2.11). 
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 2.14. Pour 
cela, nous allons procéder en deux temps. On commence par étudier une 
forme faible du lemme 2.14 où l’on suppose que l'application est de classe C? 
(et pas uniquement continue). 


Lemme 2.18. Considérons p: R” — R” de classe C? et telle que (x) = x 
si |x| > 1. Alors on a BC (B). 


Démonstration. Par l'absurde. Supposons qu’il existe un élément yo de B qui 
n'appartient pas à w(B). Comme y coïncide avec l'identité sur l'extérieur de 
la boule ouverte, on vérifie que yo appartient à B. Comme B est compacte, 
l’ensemble image y(B) est aussi compact et donc fermé. On en déduit que 
le complémentaire R” \ y(B) est ouvert donc il existe r > 0 tel que la boule 


B(yo, r) est incluse dans BN(R" <y(B)). L’idée est alors d’utiliser identité 


Fe(G&))J(x) dx = | fly) dy, 
R” R” 


avec f € CE (R”) choisie telle que supp f est inclus dans B (yo, r). Pour une 
telle fonction f on trouve que f f(y(x))J(x) dx = 0. Ce qui est absurde dès 
que f f #0. 


Fin de la démonstration du lemme 2.14. On commence par prolonger 


0: B + B en une fonction continue y: R” > R” en posant y(x) = 0(x) si 
x € B et y(x) = x si |x| > 1. Ensuite, nous allons utiliser une méthode de 
convolution?) pour approcher y par des fonctions y- de classe C?, vérifiant 
Pe(x) = x si |x| > 1 +e. Pour cela, nous introduisons les fonctions 


pe(£) = a f E eoa, 


où p est une fonction C® à support dans la boule unité, vérifiant p(y) = 
p(—y), telle que p > 0 et fgn p(x) dr = 1. Pour tout € > 0, pe est de 
classe C'© par dérivation d’une intégrale à paramètres. 

Montrons que @.(x) = x si |x| > 1+€. Pour cela, par un changement de 
variables élémentaire, on commence par écrire que 


= [elute ole naw. 


= ia 


pe(x) 


Considérons x tel que |x| > 1 +€. Si y/e appartient au support de p, alors 
ly| < € donc |x — y| > 1 d’après l'inégalité triangulaire. Il suit que 
1 1 
en) = f ply e-way== | puria, 
R” 


en E” Jpn 


(2)La convolution sera étudiée en détails au chapitre 6. 
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où l’on a utilisé le fait que f p(y) dy = 1 et f yp(y) dy = 0 (car p est 
paire). De plus, il suit de résultats classiques (voir la démonstration du 
théorème 6.8) que ces fonctions convergent uniformément vers y au sens où 


li — =0. 
Ho up lpe(x) — w(x)| = 0 
Enfin, on introduit la fonction 


Ge(x) pe((1+e)x), 


1+e 
de sorte que e: R” > R” est de classe C? et vérifie @.(x) = x si |x| > 1. 

Maintenant, considérons un élément y de la boule B. D’après le lem- 
me 2.18, il existe Z dans B tel que @.(%-) = y. Par compacité de B, 
il existe une suite (Te, )xen qui converge vers un élément x € B. En passant 
à la limite, on vérifie que y(x) = y. 

Ceci conclut la démonstration du lemme 2.14 et donc celle du théorème 
de point fixe de Brouwer. 


Le théorème du point fixe de Brouwer a de très nombreuses applications 
(voir [104, 44, 115]). Nous verrons au paragraphe suivant une application 
(difficile) à la démonstration du théorème de l’invariance du domaine de 
Brouwer. Nous montrons ici comment utiliser ce théorème de point fixe 
pour montrer un résultat célèbre sur les matrices à coefficients positifs ou 
nuls. 


Corollaire 2.19 (Théorème de Perron-Frobenius). Soit n > 1 et soit A = 
(aij)i<ij<n une matrice telle que aij € [0,+oo[ pour tous i,j tels que 1 < 
i,j <n. Alors A admet une valeur propre À € [0, +00]. 


Démonstration. Si A n’est pas inversible, alors 0 est valeur propre. 

Si A est inversible, on introduit la fonction f: R” \ {0} — R” définie 
par f(x) = Ax/|Ax|,, où nous avons utilisé la notation |(y1,.--,Yn)h = 
lyi| +--:+l|y,|. On considère également l’ensemble 


C = {(z1,..., £n) € [0, 1)": a1 +--+ a, = 1}. 
On vérifie que C est un convexe compact de R”, qui est homéomorphe() à 
la boule unité fermée B,_; de R”—!, c'est-à-dire 
Bai = Kant) ER X? peA ET 
Maintenant, on observe que f(C) C C par construction de f, en utilisant 
le fait que, si les coordonnées de x sont positives, alors Ax est aussi un 


vecteur de coordonnées positives (car les coefficients de A sont positifs). 
Par conséquent, le théorème de Brouwer (voir le corollaire 2.12) implique 


(3)On ne détaille pas ici la preuve que C est homéomorphe à B,,—1 ; on renvoie à l’exercice 
corrigé 2.2 où une construction similaire est proposée. 
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que f|c admet un point fixe x € C, ce qui implique que |Az|, est une valeur 
propre de A. 


2.7. Théorème de l’invariance du domaine de Brouwer 


Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme d’invariance du 
domaine dû à Brouwer). 


Théoréme 2.20 (Invariance du domaine). 


(i) Considérons un entier n > 1 et U C R” un ouvert. Si f: U — R” est 
continue et injective, alors l’ensemble image f(U) est ouvert. 

(ii) Considérons deux entiers n,m > 1. Si R” est homéomorphe à R™ 
alors n =m. 

(iii) Considérons un entier n > 1. Soient U C R” ouvert et f: U > R” 
une injection continue. Alors f est un homéomorphisme de U sur f(U). 


Remarque 2.21. 
— Il existe f:]0,1[ — ]0,1[? qui est bijective et continue mais dont l’in- 
verse n’est pas continue. Par exemple, la fonction définie par : 


f(x) = (y, z) où y = 0, did3d5 ... et z= 0, dəd4d6 .... 


CO 
P= Oita. =) i avec dj € {0,...,9}. 
j= 
Cette application est bijective et continue mais sa réciproque n’est pas 
continue. En effet, les nombres a = 0,1 et bp = 0,099. ..9, contenant p co- 
pies du chiffre 9, sont arbitrairement proches, alors que la distance entre 
les nombres f~'(a,a) = 0,11 et f~'(bp, bp) = 0,0099...9 est minorée par 
0,1). 
— Le résultat est faux en dimension infinie. Par exemple, 7: (°(N) > 
L% (N) définie par 


FD 3 Bases — (0; To, yp Vie) 


Cette application est continue et injective, mais l’ensemble T({°(N)) n’est 
pas un ouvert. 

— Il existe f: R — R?, continue, injective et dont l’image n’est pas ou- 
verte (par exemple f(t) = (t,0)). Ce qui montre qu’il faut supposer que les 
dimensions des espaces de départ et d’arrivée sont les mêmes. 


(4 Ce résultat a été annoncé par Poincaré. Il a été démontré pour la première fois par 
Brouwer [18]. Nous allons ici donner une démonstration très simple due à Kulpa [84]. 
Terence Tao reprend cette démonstration dans ses notes de cours (voir [137, §6.2]) et 
nous allons suivre sa version de la démonstration de Kulpa (voir également le texte de 
Mawhin [97] et les très nombreuses références qu’il contient). 
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Démonstration. Pour démontrer le théorème d’invariance du domaine, nous 
allons utiliser le lemme suivant. 


Lemme 2.22. Notons B la boule fermée B(0,1). Si f: B — R” est une 
application continue et injective, alors f(0) appartient à l’intérieur de f(B). 


Admettons momentanément ce lemme et démontrons le théorème. 


Démonstration de l’énoncé (i). Considérons yo € f(U). Il existe x élément 
de U tel que f(xo) = yo. Soit € > 0 suffisamment petit, de sorte que 
xo+eB C U. Considérons alors l'application F: B — R” définie par F(x) = 
f(xo+ex). C’est une application continue et injective par hypothèses sur f. 
D’après le lemme 2.22, yo = F(0) appartient à l’intérieur de F(B). Or 
F(B) € f(U) donc f(U) est un voisinage de yo. Ce qui démontre que f(U) 
est un ouvert. 


Démonstration de l’énoncé (ii). Supposons par l’absurde qu’il existe un 
homéomorphisme f: R” > R™ avec m Æ n. Quitte à échanger n et m, on 
peut supposer que m < n. Posons Em = R™ x {0}"~™ et considérons l’appli- 
cation p: R” — R” définie par p: (æ1,...,Æm) + (d1,...,Xm0,...,0). 
Alors l’application F: R” — R”, définie par F(x) = p(f(x)), est continue 
et injective comme application composée de deux applications continues et 
injectives. Donc F(R”) est ouvert d’après l'énoncé (i). Ce qui est absurde 
car F(R”) C Em et qu'aucune boule de R” n’est incluse dans Em. 
Démonstration de l’énoncé (iii). L’application f est bijective de U sur f(U). 
Notons g = fl: f(U) — U son inverse. Considérons un ouvert V de U. 
Alors V est un ouvert de R”. Comme g~!(V) = f(V), le résultat de 
l'énoncé (i) implique que g~!(V) est ouvert. Ce qui montre que g = f~! est 
continue, donc f est un homéomorphisme de U sur f(U). 
Nous en venons maintenant a la partie principale de la démonstration. 


Démonstration du lemme 2.22. Nous allons utiliser le résultat suivant. 


Théorème 2.23 (Tietze). Considérons un espace métrique X et un nombre réel 
M > 0. Pour toute application f: A > |[—M, M] continue sur un fermé A 
de X, il existe une application g: X — [-M, M] continue telle que gla = F. 


Démonstration. La démonstration repose sur le lemme suivant. 


Lemme 2.24. Soit f: A — [-M,M] une fonction continue sur un fermé A 
de X. Il existe une fonction continue f: X — [-M/3, M/3] telle que 

2M 

me 

Démonstration. Introduisons les deux fermés F = f~!([-M,—M/3]) et 
F> = f~+({M/3, M]). Notons que ces deux ensembles sont disjoints. Remar- 
quons que la fonction X > x + dist(x, F1) + dist(x, F2) € R4 ne s’annule 


(2.12) Vee A, | f(x) — f(x)|< 


2.7. THEOREME DE L’INVARIANCE DU DOMAINE DE BROUWER 49 


pas. En effet, si dist(x, F1) = 0, alors x € F1 car F1 est fermé, donc x ¢ F2 
par hypothèse et il suit que dist(x, F2) > 0 car F2 est fermé. On peut alors 
poser 
F( ) M dist (a, F2) M dist (a, F1) 
xr) = H 3 
3 dist(x, F1) + dist(x, F>) 3 dist(x, F1) + dist(x, F2) 
Cette fonction est continue, à valeurs dans [-M/3, M/3]. Elle vaut —M/3 
sur F, et M/3 sur Fo, et l’on déduit (2.12) de l’inégalité triangulaire en 
étudiant séparément les cas x € Fi, x € Fy et x € AN (FLU FY). 


En utilisant ce lemme, on construit par récurrence une suite (fx)ren« de 
fonctions continues fp: X — R telles que 


(2.13) vee A, |F(x) — D> fala] < 2/3)" M, 
k=1 
(2.14) vee X, Iæ < (2/3 À. 


D’après (2.14), la série > fx converge normalement donc uniformément et 
sa somme g = D pene fk vérifie |g] < M et coïncide avec f sur A d’après 
(2.13). Ce qui conclut la démonstration du théoréme 2.23. 


Par hypothèse, l’application f: B > f(B) est une bijection continue. On 
veut montrer que f(0) appartient à l’intérieur de f(B). 

Considérons l’application g: f(B) — B définie par g(x) = f-!(x). Mon- 
trons que c’est une application continue. Soit F un fermé de B. Alors F est 
un compact de R”, donc g~!(F) = f(F) est compact car c’est l’image d’un 
compact par une application continue. En particulier, g~'(F) est fermé, 
ce qui montre que g est continue. On utilise alors le théorème 2.23 de Tietze 
pour obtenir l’existence d’une application G: R” — R” continue qui pro- 
longe g (on applique le théorème de Tietze à chaque coordonnée de g). Par 
construction, on a 


G(F(0)) = g(f(0)) = FT" (F(0)) = 0, 

donc G s’annule. L’idée de la démonstration est de construire une petite 
perturbation de G qui ne s’annule pas, puis d’en déduire une contradiction. 
Supposons que f(0) n'appartient pas à l’intérieur de f(B). Par continuité 

de G, il existe € > 0 tel que 
1 
GI < 3; 
De plus, il existe c dans R” tel que 
jle- f(0)|<e et cé f(B). 


Alors |G(y)| < 1/3 si y € B(c,e). On pose : 
E=} U5 avec X = {y € f(B):ly-d>e} et Yo =0B(ce). 


Vy € B(f(0),2£). 
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L'application G ne s’annule pas sur Z1. En effet, si y € f(B), alors G(y) = 
gly) = ft (y) et donc G(y) = 0 implique y = f(0). Or, si y € X1, on a 
y € f(B) et y À f(0). 

Comme X; est compact, G est minoré sur X; par une constante stricte- 
ment positive. Il existe 6 > 0 tel que 
(2.15) inf |G(y)| > à. 

yedr 

On peut bien sir supposer que 6 < 1/3. 

Il suit que G ne s’annule pas sur X1. Nous allons montrer que l’on peut 
perturber G pour obtenir une fonction qui ne s’annule pas non plus sur No. 


Lemme 2.25. Il existe une fonction continue P: R” — R” telle que 


(2.16) sup |P(y) — G(y)| < ô, 
yef(B) 


et qui ne s’annule pas sur 44 U No. 


Démonstration. Comme f(B) est compact, on peut utiliser le théoréme de 
Stone-Weierstrass (voir le corollaire 1.47) pour déduire l’existence d’une 
fonction Q: R” — R” dont les coordonnées sont des polynémes et qui vérifie 


ô 
(2.17) sup |Q(y) — GUIS 5- 
yef(B) 


Montrons maintenant que l’ensemble image Q(z) est de mesure nulle. 
Pour cela, notons que pour tout nombre réel u > 0, on peut recouvrir la 
sphère Ny par une collection finie de boules Xə C LE B(x;,r;) de sorte 
que 

XO [Blej rj)| < p, 
1<j<N 

où |B(x;,r;)| est la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle de la boule 
B(x;,r;). Comme Q est de classe Ct, elle est lipschitzienne sur les 
parties bornées d’après l’inégalité des accroissements finis (voir le théo- 
rème 2.1). Aussi, il existe d’une constante K > 0 telle que |Q(B(x;,r;))| < 
K |B(a;,7r;)|. Alors, en écrivant Q(X2) C Lee Q(B(x;,r;)), on obtient 
Vinégalité |Q(X2)| < Ku. Comme cette inégalité est vraie pour tout u > 0, 
on obtient bien que Q(X2) est de mesure nulle. En particulier, la boule 
B(0, 6/2) n’est pas incluse dans Q(X2) ce qui montre qu'il existe un vecteur 
e € B(0,6/2) tel que e ¢ Q(£2). On considère alors la fonction P: R” + R” 
définie par P(x) = Q(x) — e. Cette fonction vérifie (2.16) par inégalité 
triangulaire et de plus ne s’annule pas sur “2 par construction. 

Enfin, il suit directement de (2.15) et de l'inégalité triangulaire que P ne 
s’annule pas sur X4. 
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Introduisons la fonction G: f(B) > R” définie par 
G(y) = Pe + max{ ——, ky — 0). 
ly — el 


Comme c n'appartient pas à f(B) par hypothèse, la fonction G est bien 
définie et elle est continue sur f(B). De plus, pour tout y € f(B), on a 


gie c) EX. 


23 c+ max{ 


ly 
En effet, si |y — c| > €, alors z = y et donc z € 31. Si |y—c| < €, alors 
|z —c| = € et donc z € Xə. Dans les deux cas on vérifie que z appartient 
à © = 41 U Xo. On en déduit que G(y) # 0 pour tout y € f(B) car la 
fonction P ne s’annule pas sur X. 
Si y € f(B) avec |y — c| > €, alors 
|G) — G(y)| = IG) — Py) < 6. 
Si y € f(B) et |y—c| < £, alors 
GuI<z e el< i 
= Zz =. 
ca 3 
En effet, |G(x)| < 1/3 pour tout x dans la boule fermée B(c, €). Donc 
~ 1 
IG) = PGI < |P(2) — G(2)| + IG) < ô+ 3: 


On en déduit que 


IG) - EY) < |IGEMI+IEM| < 3 +6 <1. 


wl rw 


Il suit que, pour tout y € f(B), ona 
|G) — GY) | < 1. 


Considérons alors l'application h: B + R” définie par 


Cette application est continue et |h(x)| < 1 pour tout x € B. Donc h est en 
fait une application continue de la boule unité B dans elle-même. D’après le 
théorème 2.11 de Brouwer, h a un point fixe. Comme G(f(x)) =a siz € B, 
on en déduit qu’il existe x € B tel que G(f(x)) = 0. Ce qui est absurde car 
on a vu que G ne s’annule pas sur f(B). 

Ceci conclut la démonstration du lemme, et donc la démonstration du 


théoréme d’invariance du domaine. 
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2.8. Théorème de Nash 


Nous allons étudier une version simple du théorème de Nash, qui est 
essentiellement une extension du théorème d’inversion locale au cadre des 
espaces de Fréchet. 

Nous commençons en donnant un contre exemple qui montre que le théo- 
rème d’inversion locale n’est pas vrai dans un espace de Fréchet). 

Considérons l'opérateur P: C®([-1,1]) — C®([-1,1]) défini par 


df 
P(f)=f—af—. 
(N=s-oF 
L’opérateur P est régulier, au moins au sens où 
ni df dg 
DP(f)g = lim -(P(f +eg) — P(F)) = gg — af—. 
e—0 E dx dx 


Pour f = 0, on a DP(0)g = g donc DP(0) = I. Comme P(0) = 0, si 
le théorème d’inversion locale était vrai, l’image de P devrait contenir un 
voisinage de 0. Montrons que ce n’est pas le cas. Considérons la suite gn = 
1/n + 2”/n! qui converge vers 0 dans C®([-1,1]). Nous allons montrer 
que gn n’appartient pas à l’image de P pour tout n > 1. Plus généralement, 
montrons que Gn = 1/n +b,x" n'appartient pas à l’image de P pour tout 
n > 1. Supposons que P(f) = 1/n + bng” et considérons le développement 
en série formelle de f : 


f = ao + ait + a2x? +... 3 
Alors 
P(f) = a9 + (1—ao)aiz + (ao — a? — 2agaz)x? + (a3 — 30102 — 3003)? +-+- 
peut s’écrire sous la forme P(f) = ao + aix +--+ + apr? +--+ avec 
ayı = (1 — ao), Qk = (1 — kao)an + Qx(a1,...,ax-1) pour k > 2, 


où Qk vérifie Qg(0) = 0. Nécessairement, ag = 1/n et donc ag Æ lsin > 1. 
Alors (1—ao)aı = 0, donc a; = 0. On montre alors par récurrence que ax = 0 
pour k < n. Alors a, = (1 — nao)an et donc an = 0 car ao = 1/n. Il est 
ainsi impossible d'imposer a, = bn et donc de résoudre P(f) = 1/n+by,2”. 


Remarque 2.26. Le problème provient du fait que DP(f) peut être non 
inversible pour f arbitrairement petit. En effet, 

DP(1/n)a* = (1 — k/n)a* 
donc DP(1/n)x" = 0. Même si DP(0) est l'identité, DP(f) peut être non 
inversible pour f arbitrairement proche de 0. Dans les hypothèses du théo- 
rème de Nash-Moser, on supposera que la différentielle est inversible dans 


(5)Ce contre exemple est extrait de l’article de revue de Hamilton [53]. 
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un voisinage du point considéré. Notons le contraste avec le théorème d’in- 
version locale qui assure que l’on peut résoudre une équation non linéaire à 
partir de la résolution d’une seule équation linéaire. 


Par souci de simplicité, nous allons démontrer le théorème de Nash-Moser 
dans le contexte le plus simple“. Le contexte est donné par une échelle 
d’espaces de Banach (X7,||-||,)>>0. On pensera à o comme étant un para- 
mètre mesurant la régularité d’une fonction, c’est-à-dire le nombre de déri- 
vées que l’on contrôle dans une certaines norme (par exemple X* = C*(R) 
pour k € N). Nous verrons dans ce cours plusieurs échelles d’espaces de 
Banach, la plus importante dans les applications étant celle des espaces de 
Sobolev. 


Définition 2.27. On dit qu’une famille d’espaces de Banach (X7,||-||,)o>0 
est une échelle d’espaces de Banach si les deux propriétés suivantes sont 
vérifiées : 
(P1) Pour tous 0’, tels que 0 < o’ <a < co, 
ROCK CK cX, KOS N Xs, 
o20 
et [fl < Mlle 
(P2) Il existe une régularisation : il existe une famille (S(N))x>1 d’opé- 
rateurs linéaires régularisants S(N): X° + X% tels que 
li S(N ju — =0, Vue X 
yim IIS(N)u — ulo = 0, Yue Xo, 


et, pour tous s,t > 0, 
Iu — SCN )ul| 
[SW Jul 


S 


(ON lulls; 
t 


C 
CEN" lulls. 


IN IN 


stt 


Il est intéressant d’observer que sous cette seule hypothése on peut dé- 
montrer une inégalité d’interpolation. 


Lemme 2.28. Soient 1,2 tels que 0 < Ai < A2 et soit a € [0,1]. Il existe 
une constante À telle que, pour tout u € X),, 


lulla < Alu ul, A= = a) + a. 


(6) Le théorème de Nash-Moser intervient dans de nombreux problèmes issus de domaines 
différents : géométrie (plongement isométrique), systèmes dynamiques (stabilité en méca- 
nique céleste), étude des équations aux dérivées partielles (équations hamiltoniennes en 
dimension infinie). Le but commun est la résolution d’une équation non linéaire à partir 
de la résolution d'équations linéaires, au moyen d’un schéma itératif quadratique. Nous 
allons traiter la situation la plus simple et, pour une exposition détaillée des métho- 
des à employer pour résoudre les cas généraux, nous renvoyons aux articles originaux 
de Kolmogorov [83], Nash [111], Arnold [7], Moser [106, 107], Zehnder [149], et Her- 
man [59], ainsi qu’aux textes d’introduction d’Alinhac-Gérard [3], Craig [31], Ghys [47], 
Hamilton [54], Hérmander [63], Nirenberg [114], Poschel [118] et Wayne [147]. 
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Démonstration. Soit N > 0. On peut décomposer u sous la forme u = 
S(N ju + (I — S(N))u et en déduire que 


lulla < Sulla + IZ — SC) ull, < ON ulla + CNT ulas 


On obtient le résultat voulu en optimisant cette inégalité. 


Considérons une échelle d’espaces de Banach (X°) et une application 
u > ®(u) de domaine de définition X™ pour un certain m > 0 et d'image 
contenue dans X°. Nous voulons résoudre l'équation ®(u) = 0, en suppo- 
sant que l’on connaisse une bonne solution approchée, c’est-à-dire un élé- 
ment uo € X® tel que P(uo) est suffisamment petit dans XF avec k grand. 
La méthode de Nash-Moser est une élaboration du schéma de Newton qui 
permet de résoudre l'équation ®(u) = 0 dans certaines situations où Pin- 
verse de ®’/(0) n’est pas bornée. Cette méthode construit une solution u de 
(u) = 0 comme la limite d’une suite (un)nen définie par 


Un+1 = Un — S(Nn)®! (un) D(un), 


où S(N,,) est un opérateur régularisant. L’idée est que la convergence très 
rapide du schéma permet de compenser le fait que l’inverse de ®’(u,,) n’est 
pas bornée. 
L'hypothèse principale est que ® est C? (ou CH% avec a > 0) et que 
l’équation linéarisée 
1 
lim —(® tv) — D =’ = 
lim + (B(u + tv) — ®(u)) =O! (uv = g 
a des solutions approchées, non seulement pour u = 0 mais pour tout u 
dans un voisinage de 0. 


Hypothèse 2.29. Dans toute la suite, on fixe m > 0 et considère une fonction 
u ++ ®(u) de domaine de définition X™ et d'image contenue dans X°. 
On suppose qu’il existe des constantes K; > 1 (1 < j < 4) et 7 > 0 telles 
que pour tout s > 0 les propriétés suivantes sont vérifiées : 

— (condition C?) D: X*t™ — X° et 


(2.18) lu) < Ai (1 + [ul] Vue X”; 


sini 
— (condition Ctt) ®: X*+™ — X° est différentiable et 


(2.19) | ®/(u)hll, < Ke [lA Wu,h € X®, 


s+m ? 


et la partie quadratique 
Q(u,u') = (u) — (u) — P (ulu — u] 


est estimée par 


2 
stm? 


(2.20) |2Q(u, u’)||, < Ks |lu’ — ull Vu, u’ € X; 
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— (inversion de la différentielle avec perte de dérivée) pour tout u € X, 
il existe un opérateur linéaire L(u): X7 > X° vérifiant 


®'(u)(L(u)h) =h, Whe x 
et tel que 


(2.21) lLk, < Ka [la Whe XX. 


S+T ? 


Théorème 2.30 (Nash). Soit so > m+7T. Si ||b(0)|,,., 
il existe une solution u € X° de l’équation ®(u) = 0. 


est assez petit alors 


Remarque 2.31. On peut autoriser les constantes K1,K2,K3,K41 dans 
l'hypothèse 2.29 à dépendre de certaines normes de l’inconnue, à la condi- 
tion que les estimations soient douces au sens donné par Hamilton [53], 
c’est-à-dire : soit F un espace de Fréchet gradué et soit P: U C F > F 
une fonction. On dit que P vérifie une estimation douce de degré r et de 
base b si 

IPC < CO + |Iflln+r) 


pour tout f € U et tout n > b (avec une constante C qui peut dépendre 
de n). On dit que P est une application douce si P est définie sur un ensemble 
ouvert et est continue et satisfait une estimation douce au voisinage de 
chaque point. 


Démonstration. Nous allons construire par récurrence une suite (Un)neN 
telle que 


(2.29) lE (un) -m < Mz’, 
(2.23) [uni = Unlls < Me” 


où M, est une suite rapidement croissante telle que M,41 = M7 pour un 
certain y > 1. La seconde estimation implique que (tn)nen est une suite 
de Cauchy dans X® et donc qu’elle converge. La première estimation et la 
continuité de ® entraîne que la limite est solution de Œ(u) = 0. 

En partant de uo = 0, nous définirons la suite (wn)nen en résolvant, de 
façon approchée, l'équation 


®' (un) (Unyi — Un) + P(un) = 0. 


Ce qui veut dire qu’à chaque étape, on utilise un opérateur régularisant 
pour compenser le fait que ®’(u) n’est pas inversible à cause d’une perte 
éventuelle de dérivée. 

Soit 2 < No < Ni < --- une suite rapidement croissante donnée par 


3 
Nn:=exp(Ax”"), Non = NX, x= 9? 
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avec À assez grand qui dépend de m,7, K;,50, que l’on choisira plus tard. 
On définit 


Un := —L(un)P(un) 
Un+1 ‘= Un T S(Nn+1)Un 


de sorte que un € X” et ainsi P(u,) € X” pour tout n > 0. On veut 
estimer 


En = ||®(un)| 


som * 
Comme 
P(un) = P'(un)L(un)P(un), 
nous avons 
P(unr1) = P(un) + ®'(un)(Un41 — un) + 2 alin di) 
= Ọ' (un) (I — S(Nn+1))L(un)B(un) + Q(un, Un+1)- 
Cette identité et les estimations 
|®’ (un All ,,— 


(un Un+1)Îl 80m 


Ko ||, » 


eS 
<S Ksllun+ı — dés 


nous donnent 


[E un+i)llsg-m S Koll = SNn41)) Ln) On) Il 5, 
+ K3||$(Nn41)L(un)®(un)II5,- 


Ainsi, pour tout 6 > 0, 


lE lunt) -m < CNP Lun) (un )||s0+8 
+ ON2™ 7 || L(un)(un)||2 


So—M-T? 


avec C = C(6,80,m,7, K2, K3). Dans la suite, nous noterons C plusieurs 
constantes différentes qui ne dépendent que de 8, s0, Mm, T, Kj. Nous écrirons 
parfois simplement A < B pour dire qu’il existe une constante C qui ne 
dépend que de 8, so, m, T, K; telle que À < CB. Notons que le paramètre 8 
sera choisi en fonction de so, Mm, T, K;. 

En utilisant l’estimation pour L(u,), nous trouvons ensuite que 


En+1 Í NÊ [E (un)llso 48+- + Net ee 


L'idée est que la convergence super-rapide du schéma de Newton compense 
le facteur N°77 qui provient du caractère non borné de la dérivée de 
Fréchet et de son inverse. Nous montrerons que si 8 et À sont assez grands 


alors le premier terme vérifie 


(2.24) Pen llsoretr < Nh 
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de sorte que Ne, 1PCun)lls+8+r tend vers 0 rapidement car Nn/Nn+1 
tend vers 0 rapidement. Nous démontrons (2.24) par récurrence sur n. Pour 
n = 0, la condition (2.24) est que 


(2.25) | (0) <, 


ste 
qui est vérifiée pour À assez grand car ||®(0)||,,44,, < Ai. Supposons 
maintenant (2.24) est démontré au rang n — 1 avec n > 0. Comme 


[E (un) ls +84r < Kı(1 + lunllso48tr4m) 
l'inégalité triangulaire implique que 


n 


|®(un)logroer < Ka(1 + DU lur — url strim) 
k=1 


< K1(1+ DIIS(NE)L(ur-1)(ux-1) as var) 
k=1 


< Ki(1+ SONT Lun) Bux-1)lls 45) 


> 
Il 
un 


n 
SI+D CNE "(ue 1)lls0+8+re 
k=1 


L'hypothèse de récurrence entraîne 
n 
l@ lunli S 1+ NENÉ 4. 
k=1 


Puisque 


N Na 1 x-1 

Ea a < ( ) ee 
Nn Nn Nn-1 

nous avons 


P(e )lleoraer E NAN 1 < ONG NG 1. 
Maintenant, nous vérifions que, si À et 8 sont assez grands, 


x(7 +m) log(C) 
ee ee x-1 ’ Oe Ce E 


alors 
CN7+™NE_ | = Cexp(A(xt + xm + B)x"1) < NÊ = exp(ABx"). 


Ce qui démontre (2.24). 
Il suit que 
enti < ONAN + ONT eR, 

avec C qui ne dépend que de B,mr, so, Kj. Si les inégalités suivantes sont 
vraies 

— 1 2 log(C 

LR bB>v> X {m+r), AS ELG) ; 
x 2-x (2—x)v — 2x(m +7) 


V 
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et 


log(C) 
ea Ne 
alors on peut démontrer 
En Na” 
pourvu que €9 < Ng”. Par définition de €o, la dernière condition est vérifiée 
dès que R 
NBC) sm S. 


Ce qui conclut la démonstration. 


2.9. Exercices 


Exercice (corrigé) 2.1. Soit E un espace de Banach et soit F: [0, +oœ0[x E > E 
une application continue vérifiant la propriété suivante : il existe C > 0 telle 
que, 

Vt € Ï0,+o0[, Y(z,y) EEx E, |F, x) -F(t ylle <C lle- ylle- 

Le but de ce problème est de donner deux démonstrations du fait que, 
pour tout wo dans F, il existe une unique fonction u € C1([0, +00]; E) 
solution de 

ET = F(t,u), ult=o = uo. 


(1) Nous cherchons une solution u de l'équation ®(u) = u avec 


(u) = uo +f F(s,u(s)) ds. 


Étant donné T > 0, on note Xr = C([0,T]; E). Montrer que ® est une 
contraction de Xr dans Xr pour T assez petit. 

(2) En déduire que, si T est assez petit, alors pour tout uo dans E, 
il existe une unique fonction u € C1([0, T]; E) solution de 


Ir — F(t,u), ult=o = uo. 


Puis en déduire l’existence d’une solution définie pour tout temps en recol- 
lant des solutions définies sur des intervalles de temps de longueur T. 

(3) On veut donner un autre argument qui permet d’obtenir directement 
un résultat d’existence globale en temps. Étant donné un paramètre À > 0, 
introduisons l’espace des fonctions à croissance au plus exponentielle de 
facteur À : 

ve {u €C%([0,+00[;E): sup e*llu(t)llp < +oo}. 
tE[0,+00[ 
Vérifier que c’est un espace de Banach pour la norme 


lux = sup e*|ju(t)|lz- 
tE[0,+00[ 
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Soit u appartenant à X. Montrer que ®(u) appartient aussi à X. Montrer 
de plus que pour tout u et tout v dans X, on a 


LOBOIPPEITEN TS 
Conclure. 


Exercice (corrigé) 2.2 (Théorème du point fixe de Brouwer). 

On pose B = {x € R” : |z| < 1} où |-| est la norme euclidienne, définie 
par |x|” = 2?+---+22. Nous avons démontré (voir la section 2.6) le résultat 
suivant : toute application continue de B dans B admet un point fixe. Une 
question naturelle est de chercher à savoir si le résultat précédent est vrai 
si on remplace la norme euclidienne par une autre norme. 

(1) Considérons maintenant un ensemble K C R” homéomorphe à la 
boule unité de R”. Montrer que toute application continue de K dans K 
admet un point fixe. 

(2) Soit C un compact convexe non vide de R” avec 0 € C. Montrer que 
Papplication u: R” — [0, +oo[ définie par 

p(x) = infft>0:x/te Ch, 
vérifie les propriétés suivantes : 
(a) Ir, R > 0, Va € R”, |a|/R < u(x) < |x|/r; 
(b) VA > 0, H(Az) = Au(x); 
(c) Yz,y € R”, (x +y) < u(x) + (y); 
(d) u est continue ; 
(e) x € C si et seulement si u(x) < 1. 


(3) Montrer que C est homéomorphe la boule unité de R” et en déduire 
que toute application continue de C dans C admet un point fixe. 
(4) Considérons une norme N sur R”. Montrer que 


B = {x € R” : N(x) < 1} 


est un compact convexe et que 0 appartient à l’intérieur de B. 


Déduire de ce qui précède que le théorème de Brouwer reste vrai si on 
remplace la norme euclidienne par n’importe quelle norme. 


CHAPITRE 3 


ANALYSE HILBERTIENNE, 
DUALITE ET CONVEXITE 


Ce chapitre introduit plusieurs notions essentielles en Analyse fonction- 
nelle et fait le lien entre la dualité et la géométrie. Nous commençons par 
une théorie simple et puissante : l’étude des espaces de Hilbert. Ceux sont les 
espaces pour lesquels nous disposons d’un analogue du théoréme de Pytha- 
gore, de sorte que nous pourrons utiliser les méthodes de la géométrie eucli- 
dienne en dimension infinie. Nous allons étudier les propriétés d’orthogona- 
lité et de convexité et voir comment elles interviennent dans l’étude du dual 
topologique. 

Un des objectifs de ce chapitre est d'introduire le point de vue de la 
dualité, qui consiste à étudier un espace vectoriel topologique en étudiant 
les formes linéaires continues opérant sur lui. Nous pouvons penser à 
une forme linéaire comme à une coordonnée, par exemple l’application 
(t1,...,€n) ++ 21 de R” dans R. En dimension infinie, il est non trivial de 
démontrer ne serait-ce que l’existence d’une forme linéaire continue non 
nulle. Dans le cas d’un espace de Hilbert H, nous démontrerons le théo- 
rème de Riesz-Fréchet, qui permet d’identifier l’espace des formes linéaires 
continues sur H avec l’espace H lui méme : toute forme linéaire continue 
peut-étre représentée par un produit scalaire par un vecteur donné. Ce ré- 
sultat est fondamental car c’est un théoréme d’existence. En effet, il est 
souvent utilisé pour garantir l’existence d’une solution à une équation dont 
Vinconnue est une fonction (nous donnerons plus loin une application de ce 
principe à la résolution du problème de Dirichlet). Nous verrons également 
dans le cadre hilbertien une notion de convergence faible : au lieu d'étudier 
la convergence au sens de la norme, nous nous intéresserons aux suites qui 
convergent coordonnée par coordonnée. Il s’agit là d’un point de vue très 
fructueux qui permet d'étudier la compacité de parties bornées, dans un 
sens faible, méme en dimension infinie. 

Les sections suivantes concernent l’extension de ce point de vue aux 
espaces de Banach. Nous n’aurons alors pas d’analogue du théoréme de 
Riesz-Fréchet qui nous permet d’étudier le dual. Le théoréme clé ici sera 
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le théorème de Hahn-Banach. Il s’agit d’un résultat abstrait duquel nous 
déduirons l’existence de nombreuses formes linéaires. Cela nous conduira 
à étudier la convergence faible dans les espaces de Banach. La notion de 
convexité jouera également un rôle important dans cette partie. 


3.1. Introduction aux espaces de Hilbert 


Dans cette section, nous allons introduire la notion d’espace de Hilbert et 
démontrer les principaux résultats : inégalité de Cauchy-Schwarz, projection 
sur un convexe, théorème de représentation de Riesz-Fréchet et compacité 
faible de la boule unité™. 

Dans toute cette section, K désignera soit R soit C et nous noterons Z 
le complexe conjugué de z; on utilisera aussi la notation Z lorsque z est 
un nombre réel. Nous souhaitons considérer des espaces de Hilbert réels ou 
complexes et nous rédigerons les définitions et les démonstrations de sorte 
qu’elles s’appliquent aussi bien au cas réel qu’au cas complexe. 


3.1.1. Produit scalaire. Considérons un K-espace vectoriel H. Par défi- 
nition, un produit scalaire est une application de H x H dans K, notée (-,-), 
telle que, pour tous x,y,z € H et tout A HE K, 

(a) (x,x) > 0 avec égalité si et seulement si x = 0; 

(b) (x,y) = (y, £); 

(c) (Ax + uy, 2) = A(z, z) + u(y, 2). 
De (b) et (c) on déduit que (z, Ax + py) = A(z, £) + H(z, y). 

Si K = R, alors bien sûr (y, x) = (y, £) et de même À = À (comme nous 
l’avons mentionné, nous rédigeons les définitions et les démonstrations de 


sorte qu’elles s'appliquent aussi bien au cas réel qu’au cas complexe). 


Théorème 3.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Supposons que (-,-) est un 
produit scalaire sur un K-espace vectoriel H quelconque. Pour tout x,y € H, 


(Œ, y)| < v (z, 2)V (y, y). 


Démonstration. Étant donné un élément quelconque x de H, nous noterons 
xl = (a,x). Soit À € K de module 1 et soit (x,y) € H x H. On vérifie 
que 


0 < [|æ luli -Aleli = 2121? À — lell lal (Cr, Au + Qu.) 
< 2 [ll (kelly — Re(w, An). 


(La théorie des espaces de Hilbert joue un rôle fondamental en mathématiques et en 
physique. Nous renvoyons aux livres de Brezis [12], Landsman [86], Lax [89], Reed et 
Simon [121, 120], ainsi qu’aux notes de cours de Golse, Laszlo, Pacard et Viterbo [48], 
Landsman [85], Robert [122] et Saint-Raymond [125]. 
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz est triviale si |(x,y)| = 0. Si |(x, y)| 4 0, on 
peut poser À = (x,y)/|(x,y)| et alors Re(x, Ay) = [(x,y)| et on en déduit 
que ||| ||yll — I(x, y)| 2 0. 


Corollaire 3.2. Supposons que (-,-) est un produit scalaire sur H. Alors 
Vapplication ||-|| : H — [0,+o00[ définie par ||x|| = \/(x,x) est une norme 
sur H. On appelle cette norme la norme induite par le produit scalaire. 
De plus, cette norme vérifie Videntité dite du parallélogramme : pour tous 
x,y dans H, ona 


2 2 2 
(3.1) le + yll + le — yl? = 2e? + 2 lvl”. 


Démonstration. Par définition du produit scalaire, on a directement que 
\|x|| = 0 si et seulement si x = 0. De même, ||Az|| = |A] |||] pour tout À € K 
et tout x € H. Il reste à vérifier l'inégalité triangulaire. Pour cela, on écrit 
que 

le + yl” = (£ + x +y) = el? + lly? + 2Re(a, y), 


puis on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir 
2 2 
læ + ul < all? + gl + lle llull = el + ly, 


d'où |x + y] < [x] + ||yll. Ce qui démontre que |||] est une norme. 
L'identité (3.1) s'obtient directement en écrivant que 


le +yli? + lle — yl? = (r + use +0) + (x — gx — y), 


puis en développant le membre de droite. 


Remarquons que le produit scalaire est continu de (H, ||-||) dans K. Cela 
se déduit directement de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. 


Définition 3.3. Par définition, un espace de Hilbert est un K-espace vectoriel, 
muni d’un produit scalaire (-,-), qui est complet pour la norme associée 


(définie par |x|| = y (z, x)). 


Exemple 3.4. Les trois exemples d’espaces de Hilbert les plus importants 
sont les suivants : 

— l’espace R” muni de la norme euclidienne |z|? = Du 

— l’espace 2(N;C) des suites (un }nen à valeurs complexes, de carré som- 
mable c’est-à-dire telles que [lu = nen lun? < +00; 

— l’espace L? (Q; C) des fonctions de carré intégrable (quotienté par la 
relation d'équivalence d’égalité presque partout). 


Proposition 3.5. Considérons un espace de Hilbert H. Toute partie A C H 
qui est convexe et fermée admet un unique élément de norme minimale. 


Remarque 3.6. C’est dans la démonstration de ce résultat que l’on utilise le 
fait que toute suite de Cauchy converge. 
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Démonstration. Considérons une suite (£n) d'éléments de A telle que x; || 
converge vers ô := infze, ||x||. Comme A est convexe, pour tous entiers 
n,m, le milieu (£n + &m)/2 appartient à A et donc ||(%@p + £m)/2|| > ô. 
L’identité du parallélogramme implique que 


(En =m) /21? +5? < [Cen — 2m)/2P + en + 2m)/2IP 
< 5 lea? + ml. 

Le membre de droite de l’inégalité converge vers 6? quand n et m tendent 

vers +00. On en déduit que lim, +00 ||£n — 2m|| = 0. Ainsi, (£n) est une 

suite de Cauchy, qui converge par complétude de H. La limite appartient 4 A 

car A est fermée. Ceci démontre l’existence d’un élément de norme minimale, 

et l’unicité se déduit à nouveau de l'identité du parallélogramme. 


3.1.2. Orthogonalité. Soit H un espace de Hilbert. On dit que deux vec- 
teurs x,y sont orthogonaux si (x,y) = 0. On note alors x L y. On note 
{x}+ l’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux à x. Plus généralement, 
si F est un sous-espace quelconque de H, on pose 
F> = {x € H : Yy E€ F, (x,y) = 0}. 

C’est un sous-espace vectoriel fermé. De plus, de la continuité de y > (a, y) 
on déduit facilement que F+ = (F)+. 
Théorème 3.7. 

(i) Soit F un sous-espace fermé de H. Il existe une application linéaire 
Pr: H > F telle que ||x — Pr(x)|| = dist(x, F) = infyer ||x — y]. 

(ii) On ax — Pp(x)€ Ft. 
Démonstration. (i) Soit x € H. Notons A; = F — {x} = {y-x:yeF}. 
Alors A, est un ensemble convexe. La proposition 3.5 implique qu’il existe 
un unique vecteur z € A, de norme minimale. On défini Pr(x) par Pr(x) = 
z + x, de sorte que Pr(x) € F et 


Ie — Pr(x)|| = |lz|| = inf lly — xl = dist(x, F). 
yEF 
(ii) Soit y € F non nul. Nous voulons montrer que z — Pp (x) est orthogo- 


nal à y. Pour cela, considérons À € K (à choisir ultérieurement) et écrivons 
que, par définition de Pp (x) via un argument de minimisation, 


| Pe(2) — z — Ayl? > ||Pe(2) - z|? . 
En développant le membre de gauche, on en déduit que 
JAP llylI? — 2Re(Pr(x) — x, Ay) > 0. 
On choisit ensuite À 4 0 de sorte que 
JAP llyll? — 2Re(Pr(x) — z, Ay) = — |Al (Pr (£) — 2, y)| 
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(on vérifiera que c’est possible) pour en déduire que 
|(Pr(x) — 2,y)| = 0. 


Ceci implique que y est orthogonal à Pr(x) — x. 


En conséquence, du théorème 3.7, on obtient directement le résultat sui- 
vant. 


Corollaire 3.8. 


(i) Si F est un sous-espace fermé, alors H = F@F+. 

(ii) Si F est un sous-espace vectoriel quelconque de H, alors (F+)+ = F. 

(iii) Soit F C H un sous-espace vectoriel quelconque. Alors F est dense 
si et seulement si F+ = {0}. 


Nous en venons à un résultat fondamental qui permet d’identifier le dual 
topologique d’un espace de Hilbert H a H lui-méme. 


Définition 3.9. On note H’ le dual topologique de H. C’est l’ensemble des 
formes linéaires continues y: H > K. 


Théorème 3.10 (Théorème de Riesz-Fréchet). Soit H un espace de Hilbert. 
Pour tout p € H', il existe un unique f € H tel que 


Vue A, ç(v)= (v,f). 


Démonstration. Étant donné f € H, on note Os: H — K l'application 
définie par O;(v) = (v, f). L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que 
\Or(v)| = |(v, f)| < lull || fl] ce qui montre que Oy est une forme linéaire 
continue sur H. Soit y € H’. On veut montrer qu’il existe f € H tel que 
yp = Of. Si y = 0, alors le résultat est trivialement vérifié avec f = 0. 
Supposons que y Æ 0 et introduisons F = ker vy, qui est un sous-espace 
fermé par continuité de y. Le corollaire précédent implique que H = F@F+. 
Montrons que F+ est de dimension 1. Pour cela, considérons deux vecteurs 
x,y non nuls dans F+. Comme F N F+ = {0} et que x 4 0 par hypothèse, 
on a x ¢ F = ker ọ ce qui implique que y(x) 4 0. On peut alors écrire que 


e(y _ oy) x) = 0, 
p(x) 
ce qui implique que le vecteur y — (y(y)/y(x))x appartient à ker y = F. Par 
ailleurs, ce vecteur appartient à F+ car x et y sont dans le sous-espace F+. 
En réutilisant que F N F+ = {0}, on en déduit que ce vecteur est nul, ce 
qui prouve que F+ est de dimension 1. 
Pour démontrer qu’il existe f € F+ tel que y = 6}, il reste juste à 
choisir f dans F+ tel que (f) = ||f||?. En effet, avec ce choix, y et Of 
sont nulles donc coincident sur F. Et, par ailleurs, ces deux applications 
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coincident aussi sur F+ car elles sont égales au point f € F+ et que F+ est 
de dimension 1. Alors y = Oş sur H=Fe@ert. 


Définition 3.11. Considérons une suite (£n) d’éléments d’un espace de Hil- 
bert H. On dit que cette suite converge faiblement vers x € H si, pour toute 
forme linéaire continue y € H’, ona 

„iR, lEn — x) = 0. 
D’après le théorème précédent, il est équivalent de dire que (£n) converge 
faiblement vers x si, pour tout y € H, on a 

im U tn) = (gx). 


On note alors £n — x. 


Remarque 3.12. La convergence forte implique la convergence faible : 
lim ||£n — z| =0 = t,— r. 
n— +00 
Par ailleurs, le théorème de Banach-Steinhaus implique que toute suite fai- 
blement convergente est bornée (voir la proposition 3.42 pour une générali- 
sation de cette remarque). 


Les deux résultats qui vont suivre expliquent l'intérêt fondamental de la 
convergence faible : il y a des suites qui admettent des sous-suites faible- 
ment convergentes alors qu’elles n’admettent aucune sous-suite fortement 
convergente. 


Proposition 3.13. Considérons un espace vectoriel H de dimension infinie qui 
est muni d’un produit scalaire (on dit que H est un espace pré-hilbertien). 
Alors la boule unité fermée n’est pas compacte. 


Remarque 3.14, C’est un cas particulier du théorème 1.15. 


Démonstration. Nous rappellerons ci-dessous le principe d’orthonormalisa- 
tion qui permet ici de construire une suite d'éléments (en) de H telle que 
(en,em) = 1 sin = met 0 sinon. Alors, si n Æ m, on a |len — em” = 
\len||? + |leml? = 2. Cette suite ne peut donc pas admettre une sous-suite 
qui soit de Cauchy. 


Théorème 3.15. Soit H un espace de Hilbert. Alors, toute suite (£n)n>0 bor- 
née d’éléments de H possède une sous-suite faiblement convergente. 


Démonstration. D’après Vinégalité de Cauchy-Schwarz, la suite de terme 
général (£o, £n) est bornée dans K et donc elle admet une sous-suite conver- 
gente. En réutilisant cet argument, on construit par récurrence une suite de 
fonctions Yk: N — N strictement croissantes telles que, pour tout k € N, 
la suite (het) 2 converge dans K. 
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On pose Yn = Lepoo---oy,(n) et On va montrer que cette sous-suite converge 
faiblement. Par linéarité, pour tout v dans l’espace vectoriel E engendré par 
{£n : n € N}, la suite de terme général (v, yn) converge vers un élément U (v) 
de K. On vérifie que U est une forme linéaire sur F à valeurs dans K, qui 
est bornée car |(v,yn)| < M|lv|| où M = sup|x, |. L'espace E muni du 
produit scalaire de H est un espace de Hilbert, ce qui nous permet d’utiliser 
le théoréme de représentation de Riesz dans cet espace pour conclure qu’il 
existe x € E tel que U(v) = lim(v, yn) = (v, x) pour tout v € E. 

Par ailleurs, si v € E , alors v € E+ d’où (v, yn) = 0. Donc, pour tout 
vEE® Bo ona 

„im (0, Yn) = (v, x). 
Comme F est fermé, on a H = E © E` et ce qui précède montre que la 
sous-suite (yn) converge vers x faiblement. 


3.2. Bases hilbertiennes 


Une suite (en)nen d'éléments d’un espace de Hilbert H est appelée un 
système orthonormal si et seulement si 


(en, Em) = 07 Vn,m E N, 


où 07 vaut 1 si n = m et 0 sinon. 


Proposition 3.16 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). 

Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Considérons une 
famille finie ou dénombrable (un )ner de vecteurs linéairement indépendants. 
Alors il existe un système orthonormal (es )ner tel que, pour tout N EN, 


Vect{eo,...,en} = Vect{uo,...,un}. 


Démonstration. On pose eo = uo/||uo|| et on définit les éléments suivants 
par récurrence, de sorte que 


En — Un / [lun | où Un = Un — (Un, €0)€o Date ans (Un, €n—1)€n—-1- 


On vérifie en effet que en est orthogonal à Vect{eo,...,en-1}. 


Lemme 3.17 (Inégalité de Bessel). Considérons un système orthonormal 
(€n)nen et f un élément de H. Alors 


De) < IFIP. 
n=0 
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N 
Démonstration. Posons Sn f = YG, En)en. On a 
n=0 
N 
lis. So (fren) Gens) (Eni, €n) = X heal: 
O<ni,no<N n=0 
On en déduit que 
N N 
(f, Swf) = DoF, frenden) = D (en)? = Sv fll’. 
n=0 n=0 


L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne que ||Sy fl? < IFIS fI] d'où 
PARMI 


Théorème 3.18. Considérons un espace de Hilbert séparable H. Les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 


(i) l’espace vectoriel engendré par les {e,} est dense dans H ; 
+00 

(ii) pour tout f € H, IFI? = DIS el ; 
n=0 


(iii) pour tout f € H, la série SG En)en converge vers f ; 
(iv) si f € H vérifie (f,en) =0 pour tout n E€ N alors f =0. 


Démonstration. Les implications (iii) > (i) et (iii) > (iv) sont triviales. Dé- 
montrons que (ii) > (iii). Pour cela, on utilise l’identité déjà vue (f, Sn f) = 
|S fll? pour déduire que 


If — Swfll? = FI? + Sw Fl? — 2Re(f, Swf) = If? — ISN fl}, 
ce qui implique 


N 


(3.2) = Etenen =P- IC en). 
n=0 


n=0 


Cela entraîne que f — Rte En)en converge vers 0 si wana I(f, en)? 
converge vers || f||?. 

Considérons Vimplication (i) > (ii). Rappelons que | Sr fl] < ||f|| pour 
tout f € H. Soit E l’espace vectoriel engendré par {en }nen. Soit € > 0 et 
soit f’ € E tel que || f — f’|| < £. Pour N assez grand on a Sy f’ = f’. Par 
ailleurs, 


IISvf = Sn fl = Swf - PI SAS - PAK €, 


donc 


Sn f — FI < [Swf — Sn fi + Swf’ — FA + If — fll e+ +e, 
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donc (f — Sn f) converge vers 0. Maintenant, on peut passer à la limite dans 
(3.2) et on obtient || fl]? = EF |(f,en)|?, ce qui conclut la démonstration 
de (i) = (ii). 

Montrons que (iv) = (iii) (c’est ici que l’on utilise le fait que H est 
complet). Posons an = (f,en) et fp = D? _; anen. L’inégalité de Bessel en- 
traîne (an) € £2. Maintenant, pour m > p ona ||fm— foll? = Did lan |? 
et donc la suite (fp) est de Cauchy et converge vers un élément noté f’. 
Mais alors (en considérant les sommes partielles et en passant à la limite), 
on trouve que (f’, en) = an pour tout n, ce qui implique que (f— f',e,) = 0 
pour tout n. On en déduit que f = DE] anen, ce qui conclut la démons- 
tration. 


3.3. Théoréme de Hahn-Banach 


Nous proposons maintenant d’étendre certains des résultats sur les espa- 
ces de Hilbert aux espaces de Banach. Nous n’aurons plus le théoréme de 
Riesz-Fréchet qui nous permet d’étudier le dual d’un espace de Hilbert. 
En fait, dans un espace de Banach, il est déjà non trivial de montrer l’exis- 
tence de formes linéaires non nulles. Le théorème clé ici sera le théorème 
de Hahn-Banach qui est un résultat d’existence de formes linéaires. Nous 
commencerons par une version dite analytique qui permet d’étendre des 
formes linéaires. Nous verrons ensuite une forme géométrique qui concerne 
la séparation d’ensembles convexes au moyen d’un hyperplan (qui est le 
noyau d’une forme linéaire). 


3.3.1. Version analytique. Dans tout ce paragraphe, K désignera soit R 
soit C. Rappelons que si (E, ||-||) un K-espace vectoriel normé, on note E’ son 
dual topologique. C’est l’ensemble des formes linéaires continues £: E > K. 
Alors E’ est un K-espace vectoriel, muni de la norme 


AP = sup |£(x)| = sup i 


PES 


Théorème 3.19 (Forme analytique). Soit (£,||-||) un K-espace vectoriel 
normé avec K =R ou K =C, F C E un sous-espace vectoriel et f: F > K 
une forme linéaire continue. Alors il existe une forme linéaire continue 
g: E —> K qui prolonge f (de sorte que g|r = f) et telle que 


Igle = sup |g(x)|= sup [f(x)| = Flle 
E F 


PE PIE 
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Démonstration. Par souci de simplicité, nous démontrons ce résultat dans 
le cas où E est un K-espace vectoriel normé séparable() (c’est-à-dire qui 
admet une partie dénombrable dense). 


Cas réel. Supposons que K = R. Considérons une famille {e,},en+ dense 
dans E. On introduit une famille croissante de sous-espaces vectoriels définis 
par : 


Fo = F, Fa = Vect{F U {e1,...,en}}. 


Cette suite est croissante mais pas strictement croissante. 
Montrons que l’on peut construire par récurrence une suite de formes 
linéaires continues fn: Fa — R qui vérifient 


fo=f, falas =fn—1 et AA = || flle- 


On définit alors g par g(x) = f,(x) six € Fn et on étend g par prolongement 
par densité sur E tout entier grâce à un résultat classique de prolongement 
d'application uniformément continues (voir le lemme 17.7). 

Montrons maintenant comment construire la suite (fn)nen. Suppo- 
sons avoir construit la suite jusqu’au rang n — 1 et expliquons commet 
construire fn. On distingue deux cas. Si Fa = F,-1, on pose fn = fn-1. 
Si Fa # Fn-1 alors en Z F,_1 et on a une décomposition unique d’un 
élément u de F, sous la forme u = x + ten avec x € Fa- et t E R. 
On cherche fn sous la forme 


fn(@ + ten) = fn-1(x) +tan avec a, ER. 


Alors f, est bien une forme linéaire, qui coïncide avec f, _ sur F,_1. I suffit 
pour conclure de montrer que l’on peut choisir an tel que || fnll p = || fle. 
On a || falle > ||fllz car fn coïncide avec f sur Fo = F. I reste à montrer 
que || fn|| Fr < || f|| r. Précisément, nous devons montrer qu’il existe a, tel 
que, pour tout x € Fa—ı et tout t > 0, 


[Flle || + tenll, 
[Flle |æ — ten. 


fn-1(£) + tan 
fn—1(2) = tan 


Quitte à diviser par t > 0 et remplacer x par u = x/t, il suffit de montrer 
qu'il existe a, € R tel que 


If lle llu + enll, 


[flee u — enll 


fn—1(u) + an < 
fn—1(u) — an < 


(2)Le cas général n’est pas plus difficile, à ceci près que la démonstration utilise ’axiome 
du choix (voir [12]). 
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L'existence de a, € R vérifiant les deux inégalités précédentes pour tout 
u € Fh-1 est équivalente à l'inégalité Mn < Mn où 


Mn i= inf {fe lu + enll- fo-a(w)}, 


Ma i= sup {fn—i(v) —llflle lo- enllf- 


VE Fn-1 


Pour voir que mn < Mn, on commence par écrire 
nu) + fr—1(¥)] = [fni + 0) S fnil lu + vll 
<|[fo-aller_, (lu + enll + |v — enll). 


Comme || fr—1|| pv eae || f|lz par hypothèse de récurrence, on en déduit que 


fn—1(v) — [lf lle le — en < [fll [lu + enll — fn-1u). 


On montre alors que Mn < M, en prenant le supremum du membre de 
gauche et l’infimum du membre de droite, ce qui conclut la récurrence et 
donc la démonstration. 


Cas complexe. Supposons que K = C. Soit (£,]||-||) un C-espace vectoriel 
normé. Considérons un sous-espace vectoriel F C E et une forme linéaire 
continue f: F + C. Comme f{ix) = if(x), ona 

(3.3) Vee E, Imf(x) = —-(Ref)(ix). 

Cette identité montre que Re f détermine entièrement f, ce qui va nous 
permettre de déduire le cas complexe du cas réel. Pour cela, notons que 
l’espace E est muni trivialement d’une structure de R-espace vectoriel normé 
pour laquelle l'application linéaire Re f: F — R est continue. D’après ce qui 
précède, il existe une forme linéaire continue g: E — R qui prolonge Re f 
et telle que 


(3.4) Vee E,  |g(x)| < [Re flle rl < [fll lle. 
On définit alors une application h: E — C par 
h(x) = g(x) — ig(ix). 
On vérifie que c’est une application C-linéaire. Comme g est à valeurs réelles, 


on a Reh = g et l'identité (3.3) entraîne que h prolonge f. Montrons pour 
conclure que 


(3.5) Vee E, [Ræ] < flee 

Comme Re h(x) = g(x), l'inégalité (3.4) implique que 
Vee E, |Reh(x)| < Flle llel: 

En particulier, pour tout À € C avec |A| = 1, ona 


[Reh(Ax)| < [flle æl. 
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On obtient alors (3.5) en appliquant cette inégalité avec À = h(x)/|h(x)| 
(notons que si [h(x)| = 0 alors (3.5) est vraie). 


Remarque 3.20. Dans le cas où E est un R-espace vectoriel, nous avons 
en fait montrer un résultat plus fort. Précisément, considérons un R-espace 
vectoriel E et une application p: E + R+ telle que, pour tout (x,y) € Ex E 
et tout À € [0, +00], 


px + y) <p(x)+ply), pir) = Ap(x). 


Alors, pour tout sous-espace vectoriel F et toute forme linéaire f: F > R 
vérifiant f(x) < p(x) pour tout x € F, il existe une forme linéaire f: E > R 


qui prolonge f et qui vérifie f < p. 


Nous allons maintenant voir plusieurs applications du théorème de Hahn- 
Banach. 


Proposition 3.21. Soit (E,||||,) un K-espace vectoriel normé. Pour tout élé- 
ment non nul u dans E, il existe une forme linéaire continue £ € F” telle 
que ||ll| = 1 et Lu) = |lullz. En particulier, 
lule = sup E(u). 
LEE" 
lell z =1 

De plus, l'application J: E — (E') définie par J(u)(£) = L(u) est une 
isométrie de E dans (E'Y. 

Notation 3.22. On note simplement E” le dual de E’, appelé bi-dual de E. 


Démonstration. Soient F = Ku et f: F — K définie par f(Au) = Alul|g. 
Alors f est une forme linéaire continue (car |f(Au)| < |[Au||4). D’après le 
théorème de Hahn-Banach, on peut étendre f en une forme linéaire continue 
é: E > K qui vérifie ||¢||,, = || fle = 1. De plus, 4u) = f(u) = |ul|r. Ceci 
implique directement que 

[J)e = sup JHS sup |é(u)| = lule, 


LEE LEE 
lell z =1 Ie gr =1 


ce qui conclut la démonstration. 


Corollaire 3.23. Soit E un K-espace vectoriel normé avec K =R ou K =C. 
Considérons un sous-ensemble B C E. Si b(B) est borné pour toute forme 
linéaire continue p € E", alors B est borné. 


Démonstration. Considérons la famille d'applications Tp: E” — K définies 
par T,(¢) = ¢(b) avec b € B. Comme E’ est un espace de Banach pour 
tout espace vectoriel normé Æ, on peut appliquer le théorème de Banach- 
Steinhaus (voir le théorème 1.29). L'hypothèse que $(B) est borné pour 
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tout € E’ implique que la famille {Tp ybe g est simplement bornée et donc 
bornée d’après Banach-Steinhaus. Ce qui signifie qu’il existe A > 0 tel que 


Vb € B, [Toll g <A. 
On en déduit que, 
VG EE’, I= TA] < Allele. 


Or, d’après la proposition 3.21, pour tout b € B, il existe £ € F’ telle que 
£(b) = |bllz et lé = 1. Il suit que, pour tout b € B, on a |lbl|,, < A, ce 
qui démontre que B est borné. 


Proposition 3.24. Soient E un espace vectoriel normé sur K et F un sous- 
espace vectoriel fermé. Considérons un élément u de E n’appartenant pas 
à F. Alors il existe une forme linéaire continue £ € E' qui s’annule sur F 
et telle que L(u) = 1. 


Démonstration. Considérons l’espace quotient E/F muni de la norme quo- 
tient. Par définition, les éléments de E/F sont les classes d'équivalence pour 
la relation d'équivalence suivante : 

Toy t-yEF. 


On note ù la classe d'équivalence de v qui est donc v+ F ={vu+f:f € F}. 
C’est un espace vectoriel pour les opérations suivantes : 


~ ~ 
b+w=V+0, MW= dv. 
On munit E/F de la norme ||0||,,, = inf{||x|] : x € ù}. Alors on vérifie 
(exercice) que c’est bien une norme et que 


lleye = inf lly + file = inf lo — fille = dist(v, F) < fella 
où l’on a utilisé que 0 appartient à F pour obtenir la dernière inégalité. 
Introduisons maintenant la forme linéaire f: Ku — K définie par f(Aù) = À. 
Comme u ¢ F on a ||ùllș/p # 0, ce qui permet d'écrire 


| f (Ax) | = |A| = Atl sr- 


lillz/r 
Ceci montre que f est continue. Alors, en utilisant le théorème de Hahn- 
Banach, on en déduit qu’on peut étendre f en une forme linéaire continue 
g: E/F > K. Puis on définit 4: E > K par (v) = g(v). On vérifie que £ 
est continue en écrivant 
Ko < lalæry lèl < lolæry lele, 

où l’on a utilisé Pinégalité |ò] a/p < ||vllz, qui a été démontrée plus haut. 
De plus, {{u) = g(ù) = f(ù) = f(1- ù) = 1 et (v) = g(0) = 0 pour tout 
vEF. 
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Corollaire 3.25. Soient E un K-espace vectoriel normé et F un sous-espace 
vectoriel. Alors F est dense dans E si et seulement si la seule forme linéaire 
continue qui s’annule sur F est la forme nulle. 


Démonstration. C’est une conséquence immédiate du résultat précédent. 


Nous allons maintenant étudier un résultat dont la démonstration permet 
d'illustrer le théorème de Hahn-Banach et le théorème de Stone-Weierstrass. 


Proposition 3.26. Pour a > 1, on définit falx) = 1/(a—a). Considérons une 
suite (dn)nen de nombres réels an > 1 telle que limn++4o0 dn = +00. Nous 
allons montrer que 


V := Vect{ fa, :n E€ N} 


est dense dans l’espace des fonctions continues C°({0,1]) muni de la norme 
de convergence uniforme. 


Démonstration. Considérons une forme linéaire y, continue sur C°((0, 1]) et 
telle que (u, fa,,) = 0 pour tout n € N. Nous voulons montrer que u = 0, et le 
résultat voulu résultera alors du critére de densité déduit de Hahn-Banach. 
Posons 64: «+> x", alors la série de fonctions D a; "Op converge nor- 
malement sur [0,1] vers —an fa,. On en déduit par continuité de u que 


(3.6) y GO) o, 


Posons, 9(z) = Dent Ok)z", la suite ((u, Ok) )ken est bornée par ||y||, 
donc y est holomorphe sur le disque unité ouvert. De plus, d’après (3.6), 
(1/an) = 0 pour tout n € N. Or la suite (1/an)nen converge vers 0, aussi 
le principe des zéros isolés implique que y = 0. Par conséquent, (u, Ox) = 0 
pour tout k € N. Ainsi, u s’annule sur le sous-espace dense des fonctions 


polynômes, donc s’annule sur C (|0, 1]), ce qui conclut la démonstration. 


3.3.2. Version géométrique. Dans le cas d’un espace vectoriel réel, on 
peut aussi montrer : 


Théorème 3.27 (Hann-Banach forme géométrique). Soient E un espace vecto- 
riel normé réel et A, B deux sous-ensembles convexes, non vides et disjoints. 


(i) On suppose que A est ouvert. Alors il existe un hyperplan affine fermé 
qui sépare A et B au sens large. Cela signifie qu’il existe une forme linéaire 
f: E —R continue non nulle telle que 


sup f < inf f. 
A B 
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(ii) On suppose que A est fermé et B est compact. Alors il existe un 
hyperplan affine fermé qui sépare A et B au sens strict. Cela signifie qu'il 
existe une forme linéaire f: E — R continue non nulle telle que 


sup J < inf f. 


Démonstration. (i) Supposons que B = {u} et que A est un ouvert 
convexe contenant 0. On introduit la fonctionnelle de Minkowski de A, 


p(x) = inf{t >0:a2€ tA}. 


Alors, comme nous l’avons vu dans la démonstration du lemme 1.14, u est 
sous-additive et homogéne : 


plz +y) < p(x) +u(y), (Ar) = Au(z) (a, ye BE, AZ 0), 


et de plus A = y~1([0, 1). 

On considère alors la forme linéaire f: Ru — R définie par f(tu) = t. 
Montrons que f(tu) < u(tu). C’est évident si t < 0 car f(tu) = t < 0 alors 
que u(tu) > 0. Pour t > 0, on utilise le fait que u n’appartient pas à A pour 
obtenir que u(u) > 1 donc 


f(tu) =t < tulu) = (tu). 


En appliquant la version du théorème de Hahn-Banach donnée à la remar- 
que 3.20, on peut étendre f en une forme linéaire sur F vérifiant f(x) < u(x) 
pour tout x dans E. Alors, pour tout x dans A on a 


f(z) < H(x) < 1, 


donc sup, f < f(u). 
Dans le cas général, on choisit a € A, b € B et on pose 


C=A-B-a+b. 


Alors C est ouvert, convexe et contient l’origine. L'hypothèse AN B = Ø 
implique que u = b — a Z C. On applique alors le cas précédent. 
(ii) Considérons £ > 0 et introduisons les ensembles 


As ={xeE:dist(r, A) < €}, B:={xeE:dist(x, B) <€}. 


Montrons que As N Be = Ø pour € assez petit. En effet, si cela est faux alors 
il existe une suite (xn) dans E telle que dist(xn, A) < 1/n et dist(x», B) < 
1/n. Par définition de la distance d’un point à un ensemble, on en dé- 
duit qu’il existe une suite (yn) de points de B telle que [tx — yn|| < 2/n. 
Comme B est compact, on peut extraire une sous-suite (Yoin)) de (yn) qui 
converge vers un élément y de B. Or, d’après l'inégalité triangulaire, la 
distance de zy(n) à y est majorée par 


ÎLo(n) — Yoill + Ilyarny) — yll, 
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donc x(n) converge vers y. Comme A est fermé on en déduit que y € A. 
Ce qui est absurde car AN B = Ø. Donc il existe € > 0 tel que A: NB: = Ø. 
Par ailleurs, on vérifie (exercice) que A: et Be sont des ensembles convexes 

et que A, est ouvert. On peut donc appliquer le point (i), pour en déduire 
qu'il existe f: E — R non nulle telle que 

sup f < sup f. 

Ae B: 
Alors 

flu + ew) < f(v + ew"), Vu € A,Vu € B,Vw,w' € Bg(0,1). 


Comme 


sup f(w) = IIfll, inf f(w) = -Ifl 


we Bz (0,1) we Bp (0,1) 


il suit que, pour tout u dans A et v dans B, 


E E 
F) + SU < FC) — SIL, 


ce qui implique le résultat désiré puisque || f|| > 0. 


3.4. Espaces de Lebesgue 


Rappelons que nous avons déjà vu que tout espace de Hilbert peut être 
identifié à son dual. 


Théorème 3.28. Considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire 
(.,-). Pour toute forme linéaire continue € H', il existe un unique g € H 
tel que 


Vu € H, lu) = (u,g). 


L'exemple fondamental est celui de l’espace L?(Q;IR) des fonctions de 
carré sommable à valeurs réelles. Dans ce cas, le résultat précédent implique 
que pour toute forme linéaire continue sur L?(Q), il existe f € L?(Q) telle 
que 


Vu € L?(Q), plu) = J f(æ)u(x) dx. 
Q 
Rappelons maintenant un résultat classique sur les espaces de Lebesgue") 


LP (Q) qui généralise la discussion précédente (cf. [32, 94, 123, 136] pour 
sa démonstration). 


(3) Voir le chapitre 18 pour des rappels sur ces espaces. 
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Théorème 3.29. Soit Q un ouvert de R”. Soient p € [1, +00] et p' = p/(p—1) 
l’exposant conjugué de p (si p = 1 alors p = +00). Pour toute forme linéaire 
continue A: LP(Q) —> R, il existe un unique élément f € I” (Q) tel que, pour 
tout u € LP (Q), 


A(u) = 1 f(æ)u(x) dx. 
De plus, Alley = flle- 


Remarque 3.30. 


(i) On en déduit que l'application f + Op définie par Op(u) = fo fude 
est une isométrie bijective de L?” (Q) dans (L?(Q))’. Ce résultat permet 
d'identifier (L?(Q))’ et L” (Q), et l’on dit couramment que L” (Q) est le 
dual de ZP(Q). 

(ii) Il suit que Z?(Q) est un espace de Banach réflexif pour 1 < p < co. 

(iii) Ce théorème reste vrai si on remplace 2 muni de la mesure de Le- 
besgue par un espace mesuré (X, jz) qui est o-fini (c’est-à-dire que X peut 
s'écrire comme la réunion d’une suite dénombrable d’ensembles de mesure 


finie). 


Notons que le théorème précédent implique que L%°(Q) est le dual de 
L! (Q). 

La proposition suivante énonce que le dual topologique de (L®(R”)}) est 
strictement plus gros que L!(R”). Pour pouvoir comparer ces deux espaces, 
il faut commencer par plonger L1(R”) dans L©(R"). Pour cela, étant donnée 
une fonction f € L!(R") à valeurs réelles, nous considérons la forme linéaire 
Os: LO(R”) — R définie par Or(u) = fen fude. Alors Of est clairement 
une forme linéaire continue. 


Proposition 3.31. Il existe une forme linéaire continue A: L°(R”") > R qui 
n’est pas de la forme Of avec f dans L'(R"). 


Démonstration. Introduisons le sous-espace 
V = {u € CR) : u est bornée sur R et u admet une limite en +}. 


Introduisons aussi l’application linéaire £: V — R définie par (u) = 
lim, u. On a |f(u)| < |/ul]z-~ qa). On peut donc utiliser le théorème de 
Hahn-Banach sous forme analytique pour étendre £ en une forme liné- 
aire continue À sur L°®(R). Supposons que l’on puisse écrire À = Of 
avec f € L'(R) et montrons que l’on obtient alors une absurdité. Pour 
cela, donnons-nous maintenant € € R et € > 0. Alors les fonctions 
cos(x€) exp(—ex?) et sin(—x£)exp(—ex?) appartiennent à V et ont une 
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limite nulle à l'infini. Il suit que 
| f(x) cos(xé)e~*” dx = O; (cos(2é)e~*"" ) = A(cos(xé)e7** ) 
R 


= ¢(cos(w€)e7*" ) =0 


—ex? —ex? 


et on a un résultat analogue en remplaçant cos(x€)e par sin(—x€)e 


Alors 
| HO man dx = 0. 
R 


Comme f € L!(R), on peut appliquer le théorème de convergence dominée 
et faire tendre € vers 0. On obtient que, pour tout € € R, 


J f(æ)e T6 da = 0. 
R 


Pour conclure, nous utilisons le théorème d’injectivité de Fourier (qui sera 
vu plus loin, voir le corollaire 5.14) et dont nous donnons ici l’énoncé : si 
f € L'(R") est telle que f e~* f(x) dx = 0 pour tout € € R”, alors f = 0. 
Il suit que £ est identiquement nulle, ce qui est absurde. 


3.5. Convergence faible, convergence faible étoile 


Dans cette section, (E, ||-|| p) désigne un espace vectoriel normé sur K = R 
ou C. On note E’ le dual topologique de FE; c’est l’ensemble des formes 
linéaires f: E — K continues. Rappelons que EF’ est muni de la norme 
fl = supycy <1 1/(æ)| et que c’est un espace de Banach pour cette norme 
(insistons sur le fait que E’ est un espace de Banach pour tout espace 
normé E; la complétude de E” provient du fait que K est complet). Nous 
allons nous intéresser à deux topologies sur E et E’, appelées respectivement 
topologie faible et topologie faible-*x. Pour définir ces topologies, nous avons 
besoin d'introduire la notion de topologie engendrée. 


Topologie engendrée. Commençons par des rappels de topologie (voir la sec- 
tion A.2 du chapitre 17 en appendice). Considérons un ensemble X et une 
collection # C A(X) de parties de X. Par définition, la topologie engendrée 
par &, notée Jy, est la topologie la moins fine contenant 2 (ce qui veut 
dire que c’est la plus petite topologie au sens de l'inclusion). Alors Zy est 
constituée de l’ensemble vide, de X et de toutes les réunions d’intersections 
finies d'éléments de 7. La notion de topologie engendrée permet de définir 
la notion de topologie engendrée par une famille d'applications. Il s’agit de 
la topologie la moins fine qui rend continue une famille d'applications don- 
née. Précisément, considérons un ensemble X et F = { fa: X > Yhaca 
une famille d’applications de X vers un espace topologique Y muni d’une 
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topologie Jy. Par définition, la topologie engendrée par ¥ sur X est égale 
à la topologie engendrée Jy par la collection 


A := {f (U):a € Ave F}. 


Définition 3.32. Considérons un espace vectoriel normé E. Notons E’ le dual 
topologique de E et E” le dual topologique de F”. 

(i) La topologie faible sur E, notée o(E, E’), est la topologie engendrée 
par E”. 

(ii) La topologie faible sur E’, notée o(E’, E”), est la topologie engendrée 
par E”. 

(iii) Étant donné x € E, notons J, la forme linéaire de E’ dans K dé- 
finie par Js (f) = f(x). La topologie faible-x sur E’, notée o(E’, E), est la 
topologie engendrée par la famille F = {Ja ig EE ts 


Définition 3.33. Considérons un espace vectoriel normé E. On dit que E est 
réflexif si ’application J: x +> J, est un isomorphisme de F vers son bi-dual 
E" = (E")'. 
Remarque 3.34. 

(i) Comme le dual d’un espace vectoriel normé est toujours complet, un 
espace réflexif est nécessairement un espace de Banach. 

(ii) Notons qu’il existe un espace de Banach qui est isomorphe à son bi- 
dual sans être réflexif (contre-exemple dû à James). Ceci montre que pour 
définir la réflexivité, il faut faire intervenir l’application J ci-dessus. 


Étant données deux topologies J; et Z sur un même ensemble X, rappe- 
lons que l’on dit que Z est plus fine que Z si A C MH. Il suit directement 
de la définition des topologies faibles que l’on a les propositions suivantes. 


Proposition 3.35. Soit E un K-espace vectoriel normé. La topologie faible est 
moins fine que la topologie forte et la topologie faible-x est moins fine que 
la topologie faible sur E’, c’est-à-dire 

OBE) CA (lp), o(E,E) Co(E",E”), 
où l’on a noté J (||: ||) la topologie induite sur E par la structure d’espace 
normé. 


Proposition 3.36. Soit E un K-espace vectoriel normé. Alors (E,o(E, E’)) 
et (E',o(E', E)) sont des espaces vectoriels topologiques. 
Remarque 3.37. En général, les topologies o(E', E”) et o(E', E) sont diffé- 
rentes. 
Proposition 3.38. Soit E un K-espace vectoriel normé. 

(i) La topologie faible o(E, E') est séparée. 

(ii) La topologie faible-x o(E', E) est séparée. 
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Démonstration. (i) Supposons que K = R. Considérons x, y dans E avec 
x Æ y. Comme y — x # 0, d’après le théorème de Hahn-Banach (voir la 
proposition 3.21), il existe une forme linéaire f € F’ telle que f(y —x) > 0. 
On pose h = (f(x) + f(y))/2 et on introduit U = f-1(] — œ, h[) et V = 
f-'(Jh, +o0[). Par définition de la topologie faible, ce sont deux ouverts 
faibles. Ils sont disjoints et on a par construction x € U et y € V. 

Supposons maintenant que K = C. On note Ep l’espace E muni de sa 
structure de R-espace vectoriel normé induite canoniquement par sa struc- 
ture de C-espace vectoriel normé. Comme précédemment, il existe une forme 
linéaire f € Ep telle que f(x) < f(y). On pose h = (f(x) + f(y))/2 et on 
introduit U = f~'(]—00,h[) et V = f~'(Jh, +00]). Montrons que ceux sont 
deux ouverts faibles. Pour cela, introduisons l’application linéaire g: E — C 
définie par 

g(x) = f(x) — if (ix). 

Alors on vérifie facilement que g € E’. On en déduit que f = Reg € E’ et 
donc que U et V sont des ouverts faibles. 

(ii) Considérons deux formes linéaires distinctes f et f’ dans Æ’. Alors il 
existe x dans E tel que f(x) 4 f'(x). Posons € = | f(x) — f'(x)| > 0 et 


V := {g € EB’: |g(x) — f(x)| <e/2}, V':= {g € B’ : |g(æ) — f'(a)| < €/2}. 
Ce sont deux ouverts pour la topologie o(E£’, E), disjoints et tels que f € V 
et f’ € V’. Cela démontre le résultat voulu. 


Corollaire 3.39. Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie, alors 
les topologies faible, faible-x et forte coincident. 


Remarque 3.40. C’est en fait une condition nécessaire et suffisante. En effet, 
en dimension infinie, la topologie faible n’est pas métrisable (voir l’exer- 
cice 3.3). 


Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 1.17 et du fait que la 
topologie faible munit X d’une structure d’espace vectoriel topologique sé- 


parée. 


3.5.1. Convergence faible 
Définition 3.41. Soit (E, ||-|| p) un K-espace vectoriel normé. 

(i) Soit (£n)nen une suite d'éléments de E. On dit que cette suite 
converge fortement vers x € E si ||£n — z|| p tend vers 0 quand n tend vers 
+oo. On se contente le plus souvent de dire que la suite (x, )nen converge 
vers x et on le note £n > x. 

(ii) Soit (£n)nen une suite d’éléments de E. On dit que cette suite 
converge faiblement vers x si, pour tout f dans E’, la suite (f(%n))nen 
converge vers f(x) dans K. On le note £n — x. 
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Proposition 3.42. Soit (an)nen une suite d'éléments d’un espace vectoriel 
normé E et soit x € E. On a alors les propriétés suivantes. 


(i) Si (tn)nen converge fortement vers x alors (£n)nen Converge aussi 
faiblement vers x. 

(ii) La suite (an)nen converge vers x pour la topologie o(E,E") si et 
seulement si (tn)nen converge faiblement vers x (tn — x). 

(iii) Si (£n)nen converge faiblement vers x et vers x’, alors x = x’. 

(iv) Si (£n)nen converge faiblement vers x, alors la suite (tn)nen est 
bornée dans E. 


Démonstration. (i) Si £n — zx, alors f(a%n) — f(x) pour tout f € F' et 
donc £n — x. 

(ii) Supposons que (£n)nen converge vers x pour la topologie o(F, E’). 
Soit f € E’. Comme f est continue pour la topologie faible (par définition 
de la topologie faible), on a f(x») — f(x). Ce qui montre que £n — x. 
Réciproquement, supposons que x, — x. Considérons un voisinage de x 
pour la topologie faible. On peut supposer que ce voisinage est de la forme 
U =(heicn fT (Vi) où V; est un voisinage ouvert de f;(x). Pour tout i, 
il existe un entier N; tel que x, appartient à f7 !(V;) pour n > N;. Donc, 
pour tout n plus grand que le maximum de ces N;, on a x, € U. Ce qui 
montre que (£n)nen Converge vers x pour la topologie o(F, E’). 

(iii) C’est une conséquence du fait que la topologie faible est séparée. 

(iv) Introduisons l’application linéaire Ta: E’ — K définie par T,,(f) = 
f(a). Comme f(x,) converge vers f(x) pour tout f dans Æ’, on en dé- 
duit que la suite (Tn(f))nen est bornée pour tout f dans FE’. Ce qui signi- 
fie que (Tn)nen est une famille simplement bornée d’applications linéaires. 
Comme E’ est un espace de Banach, on peut appliquer le théorème 1.29 
de Banach-Steinhaus, qui implique que cette famille est bornée : il existe 


C > 0 telle que 
sup [Ta (P)] < CIII. 


Donc, pour tout f € E, 
(3.7) [F (zn) < CI FI. 


Maintenant, on rappelle que d’après le théorème de Hahn-Banach (voir la 
proposition 3.21), pour tout n € N, il existe 0, € F’ telle que [[{||%, = 1 et 
La(s) = ||£nl| p. En appliquant (3.7) avec f = £n, on trouve que |r, ||} <C 
pour tout n € N, ce qui est le résultat cherché. 


Proposition 3.43. Soient E un espace vectoriel normé réel et C un sous- 
ensemble de E qui est convexe. Alors C est fortement fermé si et seulement 
si C est faiblement fermé. En particulier, si C est fortement fermé et si (£n) 
est une suite d'éléments de C qui converge faiblement vers x, alors x ap- 
partient aC. 
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Démonstration. Tout ensemble ouvert pour la topologie faible est ouvert 
pour la topologie forte (par définition de la topologie faible). Donc tout 
ensemble fermé pour la topologie faible est fermé pour la topologie forte. 
Aussi, il suffit de montrer que si C est convexe et fortement fermé, alors C est 
faiblement fermé. On va montrer que le complémentaire de C est faiblement 
ouvert. Pour cela, il suffit de montrer que E \ C'est un voisinage de chacun 
de ses points. Considérons donc un élément xo de E K C. Alors {xg} est 
une partie convexe compacte (pour la topologie forte). D’après le théorème 
de Hahn-Banach géométrique, on peut séparer {x0} et C au sens strict. 
Il existe f € E’ telle que 

sup f(x) < f(xo). 

ec 
Posons € = f(xo) — sup,ec f(x). Alors V = {y € E : f(y) > f(xo) — e/2} 
est un ouvert pour la topologie faible qui contient x9 et qui est disjoint de C. 
Ce qui termine la démonstration. 


Proposition 3.44. Considérons deux espaces de Banach E et F et une appli- 
cation linéaire T: E — F. Alors T est continue pour les topologies fortes 
sur E et F si seulement si T est continue pour les topologies faibles sur E 
et F. 


Démonstration. Supposons que T est continue pour les topologies fortes. 
Alors la continuité pour les topologies faibles est un exercice de topologie 
laissé au lecteur. 

Réciproquement, supposons que T est continue pour les topologies faibles. 
Introduisons le graphe de T : 


G(T) = {(z,y) € Ex F:y=Tx}. 


Commengons par montrer que cet ensemble est faiblement fermé. Pour 
le voir, notons que G(T) = A~!({0}) où A: F x E > F est définie par 
A(y,x) = y — Tx. Nous avons vu que la topologie faible est séparée. Par 
conséquent, les singletons sont fermés pour la topologie faible. On en déduit 
que G(T) est fermé pour la topologie faible comme image réciproque d’un 
fermé faible par une application continue. 

Pour conclure la démonstration, on note ensuite que G(T) est un en- 
semble convexe (ce qui est immédiat). Alors, d’aprés la proposition 3.43, il 
est fortement fermé. On en déduit que T est continue pour les topologies 


fortes en appliquant le théoréme du graphe fermé. 


3.5.2. Convergence faible étoile. 


Définition 3.45. Soit (E, ||-|| p) un K-espace vectoriel normé. 


(i) Soit (fr)nen une suite d'éléments de E’. On dit que cette suite 
converge fortement vers f € E’ si ||f, — fl|g tend vers 0 quand n tend 
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vers +00. Par souci de simplicité, on se contente souvent de dire que la 
suite (fn)nen converge vers f (sans préciser fortement) et on note fn > f. 

(ii) Soit (fn)nen une suite d'éléments de E’. On dit que cette suite 
converge faiblement-* vers x si, pour tout x dans E, la suite (f,(x))nen 
converge vers f(x) dans K. On le note fn — f faible-x. 


Proposition 3.46. Soit (E,||:|| =) un K-espace vectoriel normé. Considérons 
une suite (fn)nen d'éléments de E" ainsi que f € E'. On a alors les pro- 
priétés suivantes : 


(i) si (fn)nen converge fortement vers f dans E', alors (fn) converge 
faiblement-« vers f ; 

(ii) (fn)nen converge vers f pour la topologie o(E’, E) si et seulement si 
fn — f fatblement-x ; 

(iii) si (fn)nen converge faiblement-x vers f et vers f’, alors f= f'; 

(iv) st (fn)nen converge faiblement-+ vers f, alors la suite (fn)nen est 
bornée dans F”. 


La démonstration est similaire à celle de la proposition 3.42. Elle est 
laissée en exercice. 


3.6. Théorème de Banach-Alaoglu 


Considérons un espace de Banach E. Un résultat fondamental, appelé 
théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki, énonce que la boule unité de E’ est 
compacte pour la topologie faible-* et que, de plus, si E est séparable, alors 
la topologie o(E’, E) est métrisable de sorte que la boule unité est séquen- 
tiellement compacte. Dans cette section, nous démontrerons ce résultat de 
compacité uniquement dans le cas où E est un espace de Banach séparable. 
Dans ce cas, le résultat est dû à Banach; la démonstration est plus simple 
et c’est le cas le plus important pour les applications. 


Théorème 3.47 (Compacité faible étoile de la boule unité). 

Supposons que K = R ou K = C. Considérons un K- espace de Banach E 
séparable. Toute suite (fn) bornée dans E' admet une sous-suite qui converge 
faiblement-x. 


Démonstration. Considérons une partie dénombrable dense D = {e;}jen 
dans E. Comme la suite (fn(eo))nen est bornée, par hypothèse sur la suite 
(fn)nen, On peut en extraire une sous-suite convergente (f9,(n)(€0))nen- 
On construit ainsi, par récurrence, une suite de fonctions strictement crois- 
santes 0j: N — N telles que (fo0.….00;(n)(€5))neN Converge. En utilisant le 
principe d'extraction diagonale, on considère alors la suite extraite gn = 
foo0---00,(n): Par construction, la suite (gn(€))nen converge pour tout e € D. 
Notons g: D > K la limite. 
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Soit e et e’ dans D. L'hypothèse que la suite (fn) est bornée dans E’ 
implique qu’il existe À > 0 tel que 


Yn EN, Yre E, |fa(x)l < Allele. 


En appliquant ce résultat avec x = e — e’ et en passant à la limite quand n 
tend vers +00, on trouve que 

lg(e) — g(e’)| < Alle — el, 
ce qui montre que g est lipschitzienne. On peut alors utiliser le lemme 17.7 
pour étendre g en une fonction lipschitzienne g: E > K. 

Rappelons que la convergence faible-x correspond à la convergence 
simple. On a vu que (gn)nen converge vers g sur D. Pour conclure la 
démonstration, il nous reste à voir que (gn)nen converge simplement vers g 
sur E tout entier et que g est une application linéaire. 

Considérons un élément x dans E et un nombre réel ¢ > 0. Par densité 
de D, il existe ej € D tel que Al|z — e;||z < €/3. Si n est assez grand, on a 
l9n(e;) — g(e;)| < €/3 de sorte que 


[In (x) — G(&)| < |9n(@) — Gn(e3)| + [gn (es) — 9(es)| +19(e;) — Z(x)] 
< A lla els + = + Alle; — ally <e. 


Ce qui montre que (gn)nen converge faiblement-* vers J. 

Il reste juste à montrer que g est linéaire. Pour cela, considérons À € K, 
x,y dans E et considérons trois suites d’éléments de D telles que £n > x, 
Yn > Y, Zn > Ax + y. Alors 

Fles) — AG) — Flys) = lim {gn (25) — An (ts) — Ials) Y 
Or, par linéarité de gn, l'expression |gn(z;) — Agn(x;) — gn(y;)| est majorée 
par Az; — Av; — y;||z qui converge vers 0 quand j tend vers +00. On en 
déduit que 
gx + y) — Ag(x) — gly) = 0, 


ce qui est le résultat désiré. 


Un corollaire direct de ce résultat de compacité faible-*x est que la boule 
unité d’un espace de Banach réflexif est faiblement compacte. 


Corollaire 3.48. Supposons que E est un espace de Banach réflexif dont le 
dual est séparable. Alors toute suite (x,) bornée dans E admet une sous- 
suite convergeant faiblement. 


Démonstration. Posons F = F”. Par hypothèse, F est un espace de Banach 
séparable. Considérons une suite (£n) bornée dans E. Comme l’application 
J: E + E" est une isométrie, la suite de terme général ¢, = Jz,, est bornée 
dans F”. D’après le théorème précédent, elle admet une sous-suite (d9(5))nen 
qui converge faiblement-* vers une application ¢. Ce qui signifie que pour 
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tout f € F, on a on(f) > (f). Or Poin) (F) > Jeo (F) — F(To(n))- 
Comme E est réflexif, l'application J est surjective et donc il existe x € E 
telle que J, = ¢. Alors ¢(f) = Jz(f) = f(x). On a donc montré que 
f(®o(n)) converge vers f(x) pour tout f € F = E’, ce qui signifie que la 
suite (9(n))nen converge faiblement vers x. 


3.7. Exercices 


Exercice (corrigé) 3.1 (Théoréme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hil- 
bert sur R muni du produit scalaire noté (-,-). Soit a: H x H — R une 
forme bilinéaire continue vérifiant la propriété suivante : 


3c>0/ Vee H, a(x,x) > dx”. 
(1) Montrer que, pour tout u € H, il existe Au € H tel que : 
Vue H, a(u,v) = (Au, v). 


(2) Montrer que A est linéaire et continue. 

(3) Montrer que Im(A) est un fermé de H puis en déduire que Im(A)=H. 

(4) En déduire que, pour toute forme linéaire continue ¢ € H’, il existe 
un unique u € H tel que : 


Vue H, a(u,v) = d(v). 


Exercice (corrigé) 3.2 (Suites de Bessel). Soit H un espace de Hilbert réel 
muni d’un produit scalaire (-,-) et de la norme ||z|| = y (x, x). 

(1) Considérons une suite (£n)nen dans H. On dit que cette suite est un 
« frame » s’il existe deux réels strictement positifs A et B tels que, 


(x) Va €H, Ale? <)> \(v,2n)|? < Bllall?. 
neN 
(a) Supposons que (e»)nen est une base hilbertienne de H. Dire si les 
quatre familles suivantes sont ou ne sont pas des frames (donner à chaque 
fois une justification succincte) : 
- E1 = (En}neN ; 
— E2 = (€n41)nen 
— E3 = (€9, €0, €1, €1, €2, €2, €3, €3,---) où chaque élément est répété 
deux fois; 
~ Ex = (en/(n + 1))nen- 
(b) Supposons que (£n )nen est un frame. Notons V = Vect {£n : n € N}. 
Montrer que V est un sous-espace dense dans H. 
(2) (a) Soit (an)nen une suite d’éléments de H telle que 


Va € H, y |(£, £n) |? < +00. 
neN 
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Introduisons l’application U: H — (N) définie par 
U(E) = ((esn)) ney 


Montrer à l’aide d’un théorème général sur les espaces de Banach que l’appli- 
cation U est continue. En déduire qu’il existe B > 0 telle que 


(xx) Vee H, (mm) < Blill’. 
neN 


(b) Considérons une suite (£n)nen dans H qui vérifie la propriété (++). 
Considérons un ensemble fini F C N et une suite (¢n)nen € (N). Montrer 


que 
| So eren | Deal? JO la 2n)P). 
oe neF 


(c) En déduire que 


< 


vel, Tis X 


2 
[SE cr] < D 
ner neF 


Puis montrer que la série X` c, 2%, converge. 
Nous renvoyons au livre de Christensen [26] pour un traitement complet 
de ces notions. 


Exercice (corrigé) 3.3 (La topologie faible n’est pas métrisable). 

Soit E un R-espace vectoriel de dimension infinie. On note o(F, E’) la 
topologie faible sur Æ. Par construction, une base de voisinage de l’origine 
pour o(E,E") est donnée par la famille des ensembles de la forme 


N 
N{iyeE:lpr(yl<e} ave N>1, pre Ee’ et €>0. 
k=1 


(1) Montrer qu’en dimension infinie une intersection finie d’hyperplans 
contient toujours une droite. En déduire que tout voisinage faible de l’origine 
contient une droite Ry. 

(2) On suppose que la topologie faible o(E, E’) est métrisable, c’est-a- 
dire qu’il existe une distance d: Æ — R, telle que les boules Ba(x,r) = 
{y € E : d(x,y) < r} forment une base de voisinages de o(E, E’). 

(a) Montrer qu'il existe une suite (£n)nen de E vérifiant ||xn||p = n et 

n — 0. 
(b) En déduire une contradiction. 


Exercice 3.4. Considérons la suite de fonctions 


ro 


(1) Vérifier que cette suite ne converge pas fortement vers 0 dans L?(R). 
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(2) Soit g € CQ(R) (l’espace des fonctions continues à support compact, 
qui est dense dans L?(R)). Montrer que 


wim, f _fa(da(t) at = 0. 
(3) En déduire que (fn)nen converge faiblement vers 0 dans L?(R). 
(4) Mêmes questions pour la suite de fonctions hn (x) = vyn/(1 +n |z|): 
montrer que cette suite ne converge pas fortement vers 0 dans L?(R) mais 
qu’elle converge faiblement vers 0 dans L?(R). 


Exercice 3.5 (Optimisation convexe). 


(1) Considérons un espace topologique X. On dit qu’une fonction 
F: X — R est semi-continue inférieurement si, pour tout À € R, l’ensemble 


F-'()-0o,N) = {x € X : F(z) <A} 


est fermé. 
(a) Soient F: X — R semi-continue inférieurement et (x,) une suite de 
points de X convergeant vers x. Montrer que 
liminf F(a,) > F(x). 
n— +00 
(b) Supposons que X est compact et considérons une fonction F: X —> R 
semi-continue inférieurement. Montrer que F atteint son minimum sur X. 
(2) On suppose maintenant que E est un espace de Banach et on consi- 
dère une fonction F: E + R. On dit que F est convexe si 


VayeExE, VA € [0,1], F(Ar+(1-— Ajy) < XF(x) + (1 — A)F (y). 


Montrer que si F: E — R est une fonction convexe et semi-continue infé- 
rieurement pour la topologie forte, alors F est aussi semi-continue inférieu- 
rement pour la topologie faible. De plus, si (x,) converge faiblement vers x, 
alors 


liminf F(xs) > F(a). 


n— +00 
(3) Soit E un espace de Banach réflexif dont le dual est séparable. Consi- 
dérons une application F: E — R convexe et semi-continue inférieurement. 
Considérons un sous-ensemble C C E convexe, borné, fermé et non vide. 
Montrer qu’il existe x € C tel que 
F(x) = inf F(c). 
(2) = inf F(e) 
Exercice 3.6 (Etude du pendule de Kapitza par la convergence faible). 
L’exercice suivant nécessite de connaitre les espaces de Sobolev, qui 
seront étudiés au chapitre 7. 
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Fixons trois nombres strictement positifs a, b, T. Étant donnés (a, 8) € R? 
et € € ]0, 1], on admet l’existence d’une fonction 6. € C?([0,T]) vérifiant 


te (a + 2 cos(t/=)) sin(8.(t)), t20, 
(*) 9-(0) =a, 
9.(0) = 8. 
On admet l’existence de 4. L’équation précédente régit la dynamique 
d’un pendule inversé (où le poids est en haut) soumis à une oscillation 


verticale rapide. Si b = 0, la solution nulle est instable. Le but de ce problème 
est de montrer que la solution nulle est stable si |b| est assez grand), 


(1) Montrer que si 0. est solution de (x) si et seulement si 6-(0) = a et 
(xx) L(t) = B + bsin(t/e) sin(6-(t)) 
+ 1 (asin(8.(s)) — bsin(s/e) cos(0-(s))02(s)) ds. 
0 


(2) On rappelle Vinégalité de Gronwall : si u: [0, T] — [0, +20] est une 
fonction continue vérifiant 


t 
D<A+B | u(s) ds 
0 


alors u(t) < AePt pour tout t € [0,7]. 
En appliquant ceci à ue(t) = |0} (t)|, en déduire qu’il existe une constan- 
te C ne dépendant que de (a, b, a, 6,T) telle que, 
sup mag; LA| C. 
e€]0,1] t€[0,T 
En déduire qu’il existe une constante C”, ne dépendant que de (a, b, a, 6, T) 
telle que, 
sup max |0.(t)| < C”. 
e€]0,1] te[0,T] 

(3) En déduire qu'il existe 6 € C°([0,T]) n H1([0, T]) telle que l’on peut 
extraire une sous-suite (0, }nen où En tend vers 0, convergeant vers 0 for- 
tement dans C°([0, T]) et faiblement dans H1((0,7)). 

(4) Soit y € C§°(J0, T |). Montrer que 


T 
fw w(t)9.(t) sin(t/e) dt = Re + j H cos? (t/e) sin(9.(t)) dt, 
0 


où Re = O(e). Indication : utiliser l’équation (+) et une intégration par 
parties. 


(4)Ce résultat est dû à Kapitza [78] et nous allons voir une démonstration donnée par 
Evans et Zhang [39]; nous renvoyons à cet article pour la solution. 
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(5) Montrer que cos?(t/e) converge faiblement vers la fonction constante 
1/2 lorsque € tend vers 0. En déduire que 


b 
0, (t) sin(t/En)— 5 sin(@(t)) dans L?(]0,T|). 
(6) En utilisant (++), montrer que la dérivée au sens faible de 0 est donnée 
par 
t b? 
v(t) =Bt+ 1 (a sin(0(s)) — — sin(20(s))) ds. 
0 4 


(7) Montrer que 6 € C?([0, T]) et 6 vérifie 
b? 
6” = asin(A(t)) — + sin(26(t)), t20, 


(xx) 6(0) =a, 
0'(0) = B. 


En déduire que (0e)ec]o,ı} converge vers 0 quand £ tend vers 0 (et pas 
uniquement la suite extraite (02, )nen)- 


PARTIE II 


ANALYSE HARMONIQUE 


CHAPITRE 4 


SÉRIES DE FOURIER 


Joseph Fourier est l’un des mathématiciens les plus célèbres(1). Il est 
principalement connu pour avoir introduit la décomposition d’une fonc- 
tion périodique en une somme infinie de fonctions trigonométriques de fré- 
quences dont chacune est un multiple d’une fréquence fondamentale. Il avait 
conjecturé que toute fonction était représentable par une série trigonomé- 
trique convergente, ce qui est inexact. Nous verrons des contre-exemples à la 
convergence ponctuelle des séries de Fourier et montrerons des résultats sur 
la convergence des séries de Fourier dans le cadre des fonctions intégrables. 


4.1. Introduction 


Nous allons nous intéresser à l’étude de fonctions périodiques f: R” > C. 
Pour alléger les notations, plutôt que de considérer des périodes arbitraires, 
nous supposerons que les fonctions sont 27-périodiques par rapport à chaque 
variable (on peut se ramener à cette situation par un changement de va- 
riables de la forme f(x1,...,2%n) + f(Tix1/(27),..., Tatn/(27))). 

Par définition, une fonction f: R” — C est 27-périodique par rapport à 
chaque variable si 


f(x +2re;) = f(x) pour tout 7 tel quel <j <n, 


(II a eu une vie hors du commun à travers l’ Ancien régime, la Révolution, l’Empire et 
la Restauration. Orphelin à l’âge de dix ans, brillant élève passionné de mathématiques, 
il ne peut entrer dans le corps de l'artillerie car il n’est pas noble, ni dans une abbaye car 
la dissolution des ordres religieux après la révolution l’empéche de prononcer ses voeux. 
Il participe à la campagne d'Égypte et est préfet du département du Rhône (l’université 
de Grenoble, qu’il a créée, a porté son nom) avant de devenir secrétaire perpétuel de 
l’Académie des sciences. Pour une introduction à sa vie, son influence et la reconnaissance 
tardive de son importance, nous renvoyons aux textes de Jean-Pierre Kahane [72, 73, 75]. 


94 CHAPITRE 4. SÉRIES DE FOURIER 


où (e1,...,en) est la base canonique de R”. Nous dirons simplement dans 
la suite que f est périodique. Pour p dans [1,00], nous noterons ZF,(R") 


l’espace des fonctions mesurables f: R” — C, qui sont périodiques et telles 
que |f|” est intégrable sur le cube [0,27]” (alors |f|? est intégrable sur tout 
compact de R” par périodicité). On note LP.,(R") l’espace quotient pour 
la relation d'équivalence d’égalité presque partout (voir le chapitre 18 en 


appendice pour plus de détails). C’est un espace de Banach pour la norme 


Slag = ( (E sta ar) ve 


En 1812, Joseph Fourier a expliqué comment représenter une fonction 
périodique f: R” — C comme une somme infinie de fonctions sinusoïdales. 
Cette théorie permet d’approximer une fonction périodique par des poly- 
nômes trigonométriques et pour cette raison elle joue un rôle central dans 
de nombreux domaines. Rappelons qu’un polynôme trigonométrique est une 
fonction de la forme 


(4.1) P(z)= X` age**, a, EC, REZ", 
|kI<.N 


où l’on a utilisé les notations) 
k- x = kizi +... +kntn, |k| = |ki] +-+ [kn]. 


Notons ex la fonction (appelée exponentielle oscillante) définie par 


eg(x) = e? = exp(ik- £), 


et introduisons le produit scalaire (-,-) défini sur L2, (R”) par 


1 
(ha) = ao Tees FOTOS 


Le point clé est la relation d’orthogonalité 
(ex, ep) = OF (égal à 1 si k = k’ et 0 sinon), 


qui se vérifie par un calcul direct. On en déduit que les coefficients a, dans 
(4.1) vérifient 


1 | Lip 
ak = = P(xje "dx, VkeZr. 
(27)" [0,27]” 


Cela motive la définition suivante. 


(2) En général, pour un vecteur x € R”, la notation |x| désigne la norme euclidienne 


[xl = 4/2? +---+ a2. Cependant, lorsqu'on considérera des multi-indices k € Z” (c’est- 
à-dire des vecteurs dont les coordonnées sont des entiers), la notation |k| désignera la 


norme |k| = |ki] +--+ + |kn|. 
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Définition 4.1. Étant donnée une fonction f € Lher(R”), on définit le k°™°- 
coefficient de Fourier de f par 


f(k) = (fren) = : xe? dg 
Flo) = (Keen) = Gaye ff a, 


et on appelle série de Fourier de f la suite (Sy(f))nen définie par 


Swf (x)= Do flee. 


IkI<N 


Nous allons dans ce chapitre étudier la question de la convergence en 
norme de la série de Fourier“). Nous démontrerons en particulier le résultat 
suivant. 


Théorème 4.2. 


(i) Pour tout n > 1 et tout f € L?..(R”), 


Jm [Swf — file = 0. 


(ii) Il existe f € CAR) telle que ||Swf — fll, ne tend pas vers 0. 
(iii) Il existe g € Li..(R) telle que ||Sng — g||;1 ne tend pas vers 0. 


per 


4.2. Fonctions de carrés intégrables 


Le résultat le plus simple et peut-être le plus important à savoir sur les 
séries de Fourier est le théoréme suivant. 


Théorème 4.3. Pour tout f € L?..(IR”), on a 


per 
f= >; fer 
kez” 
avec convergence dans LE (R"), ce qui signifie que 
yim IS- Snfllie =0 où Snf(x) = (Here. 
LION 


De plus, 


Ilze = So GP. 
kez 
Réciproquement, si c = (ck) € (Z"), alors la série D yen cke” converge 


dans La lR”) vers une fonction f vérifiant f(k) = cp. 


(3)Nous nous intéressons ici à la convergence pour une norme, donc de manière globale, 
et non à la convergence ponctuelle. Mentionnons un résultat majeur de Carleson [21] 
qui énonce que la série de Fourier d’une fonction L? converge ponctuellement presque 
partout (sans extraire de sous-suite). Nous renvoyons aux livres d’Arias de Reya [6], 
Katznelson [79], et Muscalu et Schlag [109, 110]. 
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Démonstration. Nous avons déjà remarqué que (eg)gezr est une famille 
orthonormée : (ex,ex) = 0 si k # k' et |lex||;2 = 1. Ainsi, d’après le 
théorème sur les bases hilbertiennes (voir le théorème 3.18), pour démon- 
trer ce résultat, il suffit de montrer que l’espace vectoriel engendré F = 


vect{ez : k € Z”} est dense dans L?.,(R”). Soient f € L2e(R”) et € > 0. 


Comme l’ensemble CP, (R”) des fonctions continues et 27-périodiques est 
dense dans L*.,(R"), il existe g € CF. (R”) telle que ||f — glz2 < £. Par 


ailleurs, nous avons vu que le théorème de Stone-Weierstrass implique que 
les polynômes trigonométriques sont denses dans CF. (R”). Précisément, 


la proposition 1.49 entraîne qu’il existe h € vect{e, : k € Z”} telle que 
lg — Allo < £. On en déduit que 


IF = rllz < If — gliz + Ig — Are SE + Ilg — his < 2. 


2 


Ce qui montre que F est dense dans Li 


tration. 


(R”), ce qui termine la démons- 


La démonstration précédente repose sur une propriété des bases hilber- 
tiennes et sur la propriété de densité des polynômes trigonométriques. Nous 
allons donner une autre démonstration de la densité des polynômes trigo- 
nométriques qui repose sur une construction explicite (au lieu d’utiliser le 
théoréme de Stone-Weierstrass). Pour simplifier les notations, dans la suite 
de ce paragraphe nous supposons que la dimension n est égale a 1. 


Théorème 4.4 (Théorème de Fejer). Soit f € L®..(R) avec 1 < p < œ. 


per 
Posons 
1 N 

on f(z) = Ne 24 Smf (2). 

Alors 
27 
a = p = 
vim, $ lon(f) — fl dr =0. 


Si f est une fonction continue 27-périodique, alors 


eee OAE 


Remarque 4.5. Soit f € Le,(R) telle que limy +o |lon(f) — flls = 0. 
Comme on(f) est une fonction continue, on en déduit que f est nécessai- 
rement continue (car la limite uniforme d’une suite de fonctions continues 


est continue). 


Démonstration. Introduisons le produit de convolution f * g de deux fonc- 
tions 27-périodiques f et g, défini par : 


POE: Heyy 


TT 
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Alors on a 
1 À 
Swf le er > ete dy = Ff Dre- v), 


où Dy est le N®™® noyau de Dirichlet, défini par 


7 


LS que 2 1 sin((N + 2e) 


~ On sin($2) 


où l’on a utilisé l'identité (a—1)(1+a+---+a°) = aft! — 1 avec { = 2N. 
Par ailleurs, 


N 
on fle) = gg X Snf la) = Fv * f(x), 
m=0 


où Fy est le N°M€ noyau de Fejer, défini par 


4.2 Fy = —— Dm = ee. 
($2) N Wai & 2r(N+1) sin’(ix) 


où l’on a écrit que 


N N 
5 sin((m + 1/2)x) = im( > exp(i(m + 1/2)x )) 
m=0 


m=0 


puis utilisé la méme identité algébrique. 

Nous utiliserons deux résultats élémentaires sur le produit de convolution. 
Le premier lemme est un cas particulier de l’inégalité de Young qui sera 
étudiée au chapitre 6. 


Lemme 4.6. Soit p € [1,+0o[. Considérons deux fonctions f € L} 
g € Lhar(R). Alors f x g € LE (R) et de plus 


(R) et 


per 


If * allze < MF: llgl ze. 


Démonstration. Notons I Vintervalle |-r, 7]. Par périodicité, en utilisant 
un changement de variables élémentaire, on voit que 


fe g(x) = g+ fle )= | He- alu 
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On utilise ensuite l'inégalité de Minkowski (voir la proposition 18.4) pour 


(/ + glo) ax) (J fie- dy ‘&) - 
= (/ four dy as) $ 


< | ( fue- Droa) dy (Minkowski) 


</(f ale war) lay 


< i lglice [f(y] dy = [lgllcellfllze- 


Ce qui conclut la démonstration. 


Le second résultat est lié à la notion d’approximation de l’identité pour 
des fonctions périodiques qui sera aussi étudiée au chapitre 6. 


Définition 4.7. Une suite (Kn) nen de fonctions 27-périodiques continues est 
une approximation de l’identité si 

(i) je Kn(x) dx = 1 pour tout N ; 

(ii) supy J2, [Kn(x)| dx < co; 

(iii) pour tout ô > 0, ona 

lim |Kn(x)| da = 0. 

Notons que les noyaux de Dirichlet ne forment pas une approximation 
de Videntité car ||Dy||~,1 tend vers +o quand n tend vers +o (voir le 
lemme 4.10). En revanche, on vérifie facilement (exercice) que la suite des 
noyaux de Fejer (Fy) (voir (4.2)) est une approximation de l’identité. Par 
conséquent, pour démontrer le théoréme de Fejer, il suffit de démontrer le 
lemme suivant. 


Lemme 4.8. Considérons une approximation de l'identité (Kn)nen. Si f 
appartient à L?([|—1,7]) avec 1 < p < œ, ou si p = œ et f est une fonction 
continue 27-périodique, alors 


im Wav * f — flim = 0: 


Pour démontrer ce lemme, on commence par étudier le cas p = ov. 
Comme [—7,7] est compact, si f est continue alors f est uniformément 
continue. Par conséquent, pour tout € > 0, il existe ô > 0 tel que 


sup sup [f(æ— y) — f(x)| < e. 
x€[—7,7] |y|<d 


4.3. CONVERGENCE SIMPLE ET CONVERGENCE UNIFORME 99 


Par conséquent, en utilisant le fait que Ky est une fonction périodique et 
la propriété f” Ky(y) dy = 1, on obtient que 
Ky * f(x) — f(x) = | Kn(a—y) f(y) dy — f(x) 


T 


L 
7 a Kn(y)f(@—y)dy— | Kn) fy) ay 


=| Kn(y)((x — y) — f(x)) dy. 
En utilisant les deux autres propriétés vérifiées par la suite (Kn)n (voir la 
définition 4.7), on en déduit que 
En * f(x) — f(x) < sup sup [f(x — y) — f(x) 


«€[—1,7] |y|<ô -r 


t l [F'n (y)l2l fll te dy 


| Kn (t)| dt 


< Ce, 


si N est assez grand. 
Maintenant, considérons f € LP. (R) et g € CF (R) telle que || f—gllz» <€. 
Alors 


[Kn * f — fll 


Kw * (f = 9) ze + lf — glee + Kw * 9 — gll z» 


< 
< (sup Ka + DIS — gas + Æw + g= gl, 

où on a utilisé l'inégalité de Young ||u * v|;, < [ullzillvllzr et le résultat 
précédent pour p = oo qui entraîne également que || Kyn x g— gl, est 
arbitrairement petit pour N assez grand. 


Ceci conclut la démonstration du lemme et du théorème de Fejer. 


4.3. Convergence simple et convergence uniforme 


4.3.1. Séries de Fourier divergentes. 


Proposition 4.9. Il existe une fonction continue périodique f € Ce (R) dont 
la série de Fourier en 0 diverge. 


Démonstration. Rappelons que la série de Fourier de f, notée (Sn (f)) ven, 
vérifie 
T 


(4.3) Sn(f)(z)= | Dn(x—y)f(y) dy, 


SEAE 
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où Dy est le N°" noyau de Dirichlet : 


N À 1 
cd ike _ 1 sin((N + 3)2) 
BON ye 2a So ne) 


Pour tout N € N, introduisons la forme linéaire Zy: C).,.(R) — C définie 
par £n(f) = Sx(f)(0). Alors £y est continue car 
(4.4) lév(f)I < Pwlle: lfl où Ifllog.@ = sup FEl. 


per per ae 
Par définition de £y, pour montrer qu’il existe une fonction dont la série 
de Fourier diverge en 0, il suffit de montrer que la famille (€y) ven n’est 
pas simplement bornée (ce qui signifie montrer qu’il existe f € C).,(R) 
telle que (£n(f))nen n’est pas bornée dans C). D’après le théorème de 
Banach-Steinhaus, il suffit de montrer que (€y) ven n’est pas uniformément 
bornée, ce qui signifie montrer que la suite (|[£/w|l}nven diverge. Pour cela, 
nous allons montrer que ||£|| = | Dw|z1 de sorte que le résultat voulu sera 
une conséquence du lemme suivant. 


Lemme 4.10. La suite || Dr: n’est pas bornée. 


Démonstration. En effet, on vérifie que 


1 f7 |sin((N +1/2)x) 1 /” |sin((N +1/2)x) 
Dali = - da = - dz 
AE EE sin(x/2) T Jo sin(x/2) 
mI (2N+1)r/2 j a; 
> 1 f sin((N +1/2)x) = 2 f sin(u) ii, 
T Jo x/2 T Jo u 
ce qui implique le résultat annoncé car i ee [sin(u)/u| du = +00. 
Il reste à montrer que ||£|| = ||Dw||z1. Déjà, estimation (4.4) implique 
que ||én|| < ||Dy||,1- Par ailleurs, en considérant 
D\(x) 
r) = —— ——, 


et en utilisant le théorème de convergence dominée (qui s’applique car Dy 
est intégrable sur [0,1]) on obtient |@v(f)| > [Dallr:, ce qui conclut la 
démonstration. 


4.3.2. Convergence simple. Au paragraphe précédent, nous avons dé- 
montré l’existence d’une fonction continue dont la série de Fourier diverge 
en 0. Pour cela, nous avons utilisé le fait que la norme L! du noyau de 
Dirichlet Dy diverge quand N tend vers linfini. Nous allons maintenant 
exploiter le fait que si la fonction f est un peu plus réguliére, alors les oscil- 
lations du noyau de Dirichlet ne se voient pas et on peut obtenir un résultat 
de convergence simple. Nous étudierons plus loin la convergence normale 
des séries de Fourier. 
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Définition 4.11. Considérons un nombre réel a dans ]0,1]. Une fonction 
f: R — C est a-héldérienne (ou encore héldérienne d’exposant a) s’il existe 
C > 0 telle que, pour tous x,y dans R, 


lf@)=f@)|< Clx — yl”. 


On utilisera la notation 


a p FOO 
~ xz,yeR |z — y|“ | 
TÉY 


Proposition 4.12. Considérons une fonction f qui est 27n-périodique et a-hôl- 
dérienne pour un certain a € ]0,1]. Alors la série de Fourier de f converge 
simplement vers f. Pour tout x dans R, 


lim |f(x) — Sw(f)(x)| = 0. 


N->+00 


Remarque 4.13. Sous les mémes hypothéses, on peut montrer que la série de 
Fourier de f converge uniformément vers f : 


im sup Lila) — SCD) =0. 


N++00 ge[—a 4 
Nous ne démontrerons pas ce résultat. 


Démonstration. Quitte à considérer f(x + a), il suffit de d’étudier la conver- 
gence en x = 0. Montrons que les sommes partielles Sy (f)(0) convergent 


vers f(0). 
Rappelons que (cf. (4.3)) 


be sin((N + i)y) 
AO = 3 | FO Say Y 
On peut alors écrire f(0) — Sn (f)(0) sous la forme 


45) f)-sviNno=x [VO ye 
(4.6) = = I US sin((N + 1/2)y) dy. 


On utilise l’inégalité suivante, déduite de la concavité du sinus sur [0, 7/2], 
2 
(4.7) Va € [0,7/2], sin(x) > + 


et le fait que f est a-hôldérienne, pour obtenir l’existence d’une constante 
C > 0 telle que 


fO) — f(y) 


(4.8) vy (nal, | Eor 
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Donc la fonction g définie par g(y) = (f(0) — f(y))/sin(4y) est localement 
intégrable. D’après le lemme de Riemann-Lebesgue, on a 


T 


lim gly)e™"” dy = 0. 


k— +00 Dyr 


En développant sin((N + 1/2)y), on déduit que 


lim g(y) sin((N + 1/2)y) dy = 0, 


n— +00 = 


ce qui démontre que Sy (f)(0) converge vers f(0). 


4.3.3. Convergence uniforme. Après avoir étudié la convergence en 
norme LP et la convergence simple des séries de Fourier, nous allons voir 
des conditions suffisantes qui entraînent la convergence normale de la série 
de Fourier. Nous reviendrons sur cette question à la section 4.5 consacrée 
au théorème de Wiener. 


Proposition 4.14. Considérons une fonction f: R — C de classe C? et 2r- 
périodique. Alors sa série de Fourier converge normalement et de plus 


2 
= T 
(4.9) fH] < g lfl + fe. 
keZ 
Remarque 4.15. Puisque super |/ (k)e**| = | F(z) , la convergence absolue 


des coefficients de Fourier implique la convergence normale de la série de 
Fourier et donc sa convergence uniforme. Par ailleurs, comme la proposi- 


tion 4.12 implique qu’il y a convergence simple de la série de Fourier vers f, 
par unicité de la limite, on déduit que la série de Fourier de f converge 
uniformément vers f. 


Démonstration. En intégrant par parties, on vérifie directement que 


oe 1 ft ik fT | 
ra=] Poe are | fre ar 
27 Join 27 J» 
ik)2 [T oe 
= co (x)e—*** de = —k? f(k). 


TT 


On en déduit l'inégalité voulue car X pez |k| * = 12/3. 


La proposition suivante montre qu’il suffit de supposer que les fonctions 
sont a-hdldériennes avec a > 1/2. 


Proposition 4.16. Soient f: R — C une fonction 21-périodique et a-hôldé- 
rienne. Sia > 1/2, la série de Fourier de f converge normalement vers f : 


VIF] < +00. 


pEZ 
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Démonstration. Celle-ci repose sur un découpage dyadique des fréquen- 
ces“), Précisément, nous allons montrer qu’il existe C > 0 telle que 
(4.10) yo Color es 
2r-l<|p|<2” 
L’hypothése a > 1/2 implique que le membre de droite est le terme général 
d’une série convergente. Ainsi, le résultat voulu sera une conséquence directe 
de (4.10). 
Étant donné un paramètre h > 0, considérons la fonction 
fn = fC +h) — fC — h). 

Alors les coefficients de Fourier de f» se calculent à partir de ceux de f : 

= 1 i 1 of 

fa) =— | flathe**de—-— | f(z- hje? dr 


Dr) 2m. 
= (ettr — e7 ikh) Fik) = % sin(kh) f(k). 


L’identité de Parseval implique que 


T 


D 4sin?(en) |A] = | Kea ) 


keZ mag 


Soit n € N* et h = 27". L'identité précédente implique que 


S 4sin?(ph)| Fip)? < Y 4sin?(ph)|f(p)|” 
an-l<p<2r peZ 
(4.11) < a [F] Paii Le (2m) [f]2 2-20"), 


Pour 2-1 < |p| < 2”, on a 1/2 < |ph| < 1 < 1/2, donc 
2 \2 
sin? (ph) > (= pr) > 
T 
On déduit de (4.11) que 


yo Pa eoan où = 


ane Lepenre 


T? p2 
4 
Maintenant, l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne que 


S o E DE wA” 


p=2"-141 p=2"-141 p=2"-141 
< gn/2 One 


ce qui implique l'estimation (4.10) recherchée. 


(On peut montrer ce résultat plus directement, en utilisant les espaces de Sobolev. La 
démonstration suivante a le mérite de donner une première illustration des méthodes de 
décomposition en paquets dyadiques, qui seront étudiées en détails par la suite. 
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4.4. Applications de la formule de Plancherel 


Rappelons que pour toute fonction f dans L2,,.(R”), on a la formule de 


Plancherel x 
Ie = D HP 


kez 


perl 


Nous allons appliquer cette identité pour obtenir une inégalité de Poincaré. 
De façon générale, une inégalité de Poincaré est une inégalité qui permet de 
contrôler la norme L? d’une fonction par la norme L? de sa dérivée. La plus 
simple de ces inégalités est donnée par le lemme suivant. 


Lemme 4.17 (inégalité Poincaré-Wirtinger). Supposons que u € C! (R) est 
T-périodique. Si fou t) dt = 0, alors 


(/ OP a)” <z(/ : WE at) an 


Démonstration. La démonstration s’obtient facilement 4 partir de la dé- 
composition en séries de Fourier des nes Pr Dat) à L° (0,71). 
Considérons le produit scalaire usuel : =J f t)dt. On pose 
alors ex(t) = T~'/? exp(2ikrt/T). Ces + à sont T- ee et on à 
(ek, ee) = 6%. Introduisons les coefficients de Fourier 


A 1 f Qinkt 
Uk = (u, ex) = a u(t) exp(- S ) dt. 
0 


En intégrant par parties, on vérifie que les coefficients de Fourier de u’ 


_ 2inkt Qin 
(w), = T t) exp( T ) at = SF kir. 


On en déduit grâce à la formule de Plancherel appliquée à u et à u’ que 


Te 
| LP dt = So fal? = D feel? 
0 


vérifient 


keZ keZ* 
<E kea = (ZY [were 
S k on A ’ 
keZ* 


où l’on a utilisé que o = T712 f u(t) dt = 0. 


Nous allons donner deux applications de l’inégalité de Poincaré-Wirtin- 
ger. 


Proposition 4.18 (Inégalité de Yorke). Soient n > 2 et V: R” — R” de 
classe C1 tel que VV est borné sur R”. On pose 

1/2 
K = sup( > OVE) , 


A 
1<i,j<n 
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où Vj (1< j <S n) sont les coordonnées de V. Supposons qu'il existe une 
solution de l’équation différentielle 
m(t) = V(m(t)) 
qui est T-périodique et non constante. Alors on a T > 2r/K. 
Démonstration. On a 
[mj (t)| = [VV ME) -m'(t)| [VV mA) m (0) 
donc |m” (t)| < K |m (t)|. En intégrant on en déduit que 


T T 
i mat <x? f Im (t)|? dt. 
0 0 


Par ailleurs, comme fie m'(t)dt = 0, on peut appliquer l’inégalité de 
Poincaré-Wirtinger qui entraine que 


a 1 2 1e d 1 2 
m (t)| dt < on | m (t)| dt. 
f imaPars aos [mt 


On en déduit T > 27/K. 


4.5. Théoréme de Wiener 


Dans cette section, nous allons voir une démonstration élémentaire(®) 
d’un théorème de Wiener). 
Théorème 4.19 (Wiener). Soit f une fonction continue 27-périodique ayant 
une série de Fourier absolument convergente. Alors, si f ne s’annule pas, la 
série de Fourier de la fonction 1/f est absolument convergente. 


Rappelons que l’on note C?.,(R) l’espace des fonctions f: R — C conti- 


nues et 27-périodiques. C’est un espace de Banach pour la norme || f ce. = 


Supp |f|. Introduisons le sous-ensemble & des fonctions f € C).,(R) dont 
la série de Fourier est absolument convergente : 


T 
SRI <co où f= f feje dx. 
keZ 2 Jon 
Nous voulons montrer que si f € & vérifie f(x) #0 pour tout x € R, alors 
1/f EX. 

Avant de démontrer ce résultat, nous allons étudier l’ensemble 7. En par- 
ticulier, nous allons voir qu’on peut munir d’une structure d’algèbre de 
Banach (par définition, une algèbre de Banach est une algèbre munie d’une 
norme vérifiant l'inégalité (4.12) ci-dessous et pour laquelle & est un espace 


de Banach). 


(5)Due à Newman [113]. 
(6) Voir l’article original de Wiener [148] et le texte de Kahane [71]. 
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Proposition 4.20. 
(i) Si f € &, alors les fonctions S,(f)(x) = pp, flejetke convergent 
vers f dans C}.,.(R) quand n tend vers +00. 


(ii) Ifl = Erez lf(k)| est une norme sur £ et || flog, < | fl: 


(iii) (,||-||_,) est un espace de Banach et les polynômes trigonomé- 
triques sont denses dans ©. 
(iv) & est une algèbre et de plus, pour tout f € A et tout g E€ Æ, 


(4.12) PAST IEZ 


Démonstration. (i) Introduisons les fonctions ex: x + e’**. L’inégalité 
triangulaire implique que, pour tout f € &, 


(4.13) WaPo, < D Jef, = 30 LAH < DIF < 00. 


|k|<n Over |k|<n keZ 


On en déduit que la série de Fourier converge normalement, donc uniformé- 
ment sur R et sa somme g est donc bien définie, continue et 27-périodique. 
Par ailleurs, comme Cf (R) s’injecte contintiment dans L?,,(R), on sait par 
le théorème 4.3 que la série de Fourier de f converge vers f dans L4,,.(R). 
Par unicité de la limite, on en déduit que g = f. 

(ii) Il est clair que ||-||,, est une semi-norme. Comme S,,(f) converge 
vers f dans C).,(R), on peut passer à la limite dans (4.13) pour obtenir 
<S ||fllar. Cette inégalité implique que f = 0 si 


par 


Vinégalité voulue || f\|co,, 
\|f||z = 0, ce qui prouve que ||:|| y est une norme. 

(iii) Il suffit de montrer que la transformation de Fourier F: 47 — (Z) 
définie par F (f) = (FK) pez est une bijection et une isométrie. C’est une 
injection car si f € C).,(R) vérifie f = 0, alors f = 0 (c’est une conséquence 
du théoréme 4.3). Cette application est aussi surjective. En effet, si a = 
(ak)kez € €'(Z) alors la fonction définie par f(x) = X pez axe"*” appartient 
à Cer (R) (par convergence normale, comme au point (i)). De plus, pour tout 
LE Z, en prenant le produit scalaire de Te a(R) avec la fonction eg: x ++ er, 
on vérifie que f(£) = ae, ce qui montre que ¥(f) = a. Enfin, le fait que F 
soit une isométrie est évident par définition de la norme ||-|| y- 

(iv) Si f et g sont deux polynômes trigonométriques, alors on vérifie que 
falk) = Ynez f(k — p)g(p). Cette formule reste vraie sur & par densité. 
On en déduit grace au théoréme de Fubini pour les séries de nombres réels 
positifs que 

Eu) < EE - 90) < (CFO!) (GO|), 
keZ kEZ pEZ LEZ pEZ 


d’où l'inégalité (4.12). 


4.5. THÉORÈME DE WIENER 107 


Nous démontrons ensuite le théorème de Wiener. 


Démonstration du théorème 4.19. Soit f € & vérifiant f(x) Æ 0 pour tout 
x € R. Alors f ne change pas de signe et on peut supposer sans perte 
de généralité que m = inf,er f(x) > 0. D’après le point (iii) de la pro- 
position 4.20, les polynômes trigonométriques sont denses dans .@, ce qui 
implique qu'il existe g € C?,.(R) telle que 


per 
If — gll < 


m 
3" 

Comme || f—gllce., < || f—glle (voir le point (ii) de la proposition 4.20), on 

déduit de l’inégalité triangulaire que |g(x)| > 2m/3 pour tout x € R. Il suit 

que ||(f — g)/ Ilco., < 1/2. Alors, par convergence d’une série géométrique, 


on vérifie que la série X` ((g — f)/g)" converge dans C? (R) et, de plus, 


(4.14) z= yay 


JAN GD 


Nous voulons montrer que 1/f appartient à 27. Comme 1/g € C3,,(R), on 
sait d’après la proposition 4.14 que 1/g € &. Ainsi, comme & est une algè- 
bre de Banach (cf. le point (iv) de la proposition 4.20), il suffit de montrer 
que la série $` ((g — f)/g)" converge normalement dans æ. 

En utilisant l’inégalité ||wv|| y < [lu [lv], on a 


g=f 7 n 
(E) |, <iG -9) le 
(4.15) et a 
oa) ale. 
3 g” lla 
Par ailleurs, d’aprés (4.9), on a 
1 T? LA” 1 
le aW IE 
g” A 3 n Le g” L> 


Comme |g| > 2m/3, on a ||1/g9”||z < (3/(2m))”. Par ailleurs, 
1 


I) l 


1 1 
(416) <an + D jlt lll 
3 n+2 3 n+1 
<nfnr+D() Gien) ole 


En combinant (4.15) et (4.16), il suit qu’il existe une constante C(g,m) 
dépendant de g et de m, mais pas de n telle que, 


ee 
g 

On en déduit que 5° ||((g — f)/g)"|., < +00, ce qui complète la démons- 

tration. 


<O(g,m)(1+n7)2-. 


A 
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4.6. Exercices 


Exercice (corrigé) 4.1. Soit u = u(t,x) une fonction de classe C? sur R x R, 
27-périodique en x, et solution de l’équation de la chaleur 
Ou 
Ot 
où y est une fonction C™, 27-périodique et minorée par une constante 
an T ; 
positive. Supposons de plus que la moyenne ie. u(0, 2) da s’annule. On 
veut montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout temps t > 0, 


J u(t, x)? dr < a u(0, x)? dx. 


TT. TT 


Ox(y(x)Oyu) = 0, 


(1) Donner une démonstration simple du résultat dans le cas y = 1. 
(2) Considérons le cas général. 
(a) Montrer que, pour tout temps t > 0, 


if: ide =O, 


TT 


(b) Montrer que 


sa | uearart | o(c)(Ocult,2) dx = 0 


(c) Montrer qu’il existe une constante C telle que 


=F 


T T 


u(t, x)? dx < / y(x) (dru(t, x))? dx. 


2 =r —T 


(d) Conclure. 


Exercice 4.2 (Stabilisation de l’équation de Schrödinger). 

Soit x: R — [0,1] une fonction de classe C% et 27-périodique. Considé- 
rons une fonction u = u(t, x) définie pour (t,x) € RxR, à valeurs complexes, 
27-périodique en x. On suppose de plus que u € C'™(R x R; C) est solution 
de l’équation de Schrödinger amortie : 

du + i02u + x(x)u = 0. 
Introduisons Æ: R > R définie par 
T 
E(t) = if |u(t, x)|? dz. 
map 
(1) On suppose dans cette question que x une fonction constante positive 
x(x) = à > 0. La fonction u est donc solution de 


du + id2u+ Au = 0. 


Montrer que 
E'(t) + 2AE(t) = 0 
et en déduire l’inégalité E(t) < e~?*“E(0). 
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(2) On s'intéresse dans cette question à l’équation avec x = 0. On sup- 
pose donc que u est solution de 


Ou + id?u = (. 
(a) Posons uo(x) = u(0,x) et notons (Cn)nez les coefficients de Fourier 
de la fonction uo. Montrer que u(t, £) = $z cre’ +”! est bien définie et 


est solution. 
(b) Montrer que 


27 N ects 2 
I X Cne tin t) dt = 27 X len|?. 
0 Z Z 


(c) Soient a,b tels que 0 < a < b < 2r. Montrer que 


b 27 
D lu(t, 2)? dt dx > 27(b — a)[uo|22. 
a 0 


(3) Soit uo: R > C une fonction C® et 27-périodique. On suppose dans 
cette question que x une fonction vérifiant x > 0 et x(x) = 1 pour tout 
x € [a,b] avec 0 < a < b < 2r. La fonction u est donc solution de 


du + id2u+ xu = 0, u(0, £) = uo(x). 


(a) Montrer que si w est une fonction C% vérifiant 
rw + id 2w + xw = 0, 


alors la fonction E(t) = fT. |w(t, x)|? dx est décroissante. En déduire que 
le problème de Cauchy pour u admet au plus une solution C®. 
(b) En déduire que u = U + v où les fonctions U et v sont définies par 


QU +i02U = 0, U(0,x) = uo(x), 
et dv + 107 v + xv = —XU, v(0,x) = 0. 


(c) Montrer que f7, lult, x)|” da décroît exponentiellement vers 0. 


CHAPITRE 5 


TRANSFORMATION DE FOURIER 


5.1. Introduction 


Nous allons étudier une décomposition analogue à la décomposition en 
séries de Fourier, mais sans faire d’hypothése de périodicité. Ici aussi, le but 
est d’écrire une fonction comme une somme d’exponentielles oscillantes. 
Rappelons qu’une exponentielle oscillante est par définition une fonction de 
la forme x + exp(ix - £) avec € € R”. La différence avec les séries de Fourier 
est que cette somme sera une intégrale sur R” au lieu d’être une somme 
indexée par k € Z”. 

La décomposition en séries de Fourier d’une fonction périodique se com- 
prend bien : c’est la décomposition d’un élément d’un espace de Hilbert sur 
une base hilbertienne. En revanche, la décomposition d’une fonction non 
périodique comme une somme (au sens des intégrales) d’exponentielles os- 
cillantes est moins intuitive. Pour comprendre comment on obtient cette 
décomposition, nous allons partir de la décomposition en série de Fourier 
pour des fonctions qui sont 27-périodiques par rapport à chaque variable, 
puis faire tendre T vers +oo. L’idée heuristique est de voir une fonction 
définie sur R” comme une fonction périodique de période +co par rapport 
à chaque variable. 

Considérons une fonction f qui est C% et à support compact. Pour T 


assez grand, le support de f est inclus dans Qr = | — T,T[". Nous allons 
calculer la décomposition de Fourier de f dans ae et oe a T vers 
+00. Pour cela, introduisons le produit scalaire (f, g) = f, Qr g(x) dx sur 


L?(Qr) et posons e; (x) = (2T)-"/? exp(irk-x/T) où k € a oes 
sont 2T-périodiques par rapport à chaque variable et on a (ep, ee) = df. Les 
coefficients de Fourier de f sont donnés par 


PS 1 ink- x 
fk = (u,ex) = Ty? Jo, f(a) exp(—* T ) dz. 
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w 
pro) 


Fixons x € R”. Comme f € CS (Qr), ona 


f(z) = ŸÙ frex(x) 


kez 


(avec convergence normale et donc ponctuelle). On peut donc écrire que 


f(x) = X fren (a) 


kEZn 
a (f, o(a) a 22) 


Comme le support de f est inclus dans Qr, on observe que 


kez” 
a (hp Oal T) 0( 4) ren 


II 


avec 


F(E) := > exp (im€ . x) I. f(y) exp(—in€ . y) dy. 


Si on pose h = 1/T, alors f(x) est égal à X` ezn h” F (kh). Quand T tend 
vers +00, le pas h tend vers 0 et cette somme est une somme de Riemann 
qui converge, formellement (1), vers Jpn F(E dé. On trouve que 


ee) = af evee( f emesaay) a 


On préfére écrire la relation précédente sous la forme 


(5.1 fa) = aoe fe (f Era) as 


Cette formule correspond a une description fréquentielle de la fonction f 
(dans la littérature physique, on appelle € le vecteur d’onde et on dit que 


lé] = VE +--+ & est la fréquence). 


Définition 5.1. Soit f € L!(R"). On appelle transformée de Fourier de f la 
fonction, notée f ou F (f), définie pour tout € € R” par 


(5.2) FO = fete) ae. 


L’hypothése que f est une fonction intégrable est l’hypothèse minimale 
pour que la formule (5.2) ait un sens pour l'intégrale de Lebesgue. C’est 
pourquoi on commence par définir la transformation de Fourier sur L! (R”). 
Mais nous allons voir qu’il est naturel de travailler avec d’autres espaces de 
fonctions. Il y a plusieurs raisons à cela. La première est que nous souhaitons 


() Comme nous le verrons plus tard, il est facile de montrer que si f est C° à support 
compact sur R”, alors la fonction F est intégrable sur R”. Ce qui permet de justifier le 
passage à la limite quand T tend vers +oo. 
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donner un sens à la formule (5.1), dite formule d’inversion de Fourier), qui 
s'écrit i 
= ia. F 
fla) = ex [TO 

Dans une autre direction, nous allons chercher à étendre la transformation 
de Fourier à des espaces différents de L'(R"). Nous allons voir deux ré- 
sultats dans cette direction. Comme pour les séries de Fourier, un résultat 
essentiel est que la transformation de Fourier préserve la norme L? (à une 
constante dépendant de m près). Cela permet de prolonger la définition de 
la transformation de Fourier de L1(R”") N L?(R") à L?(R"). 

Nous verrons par ailleurs comment définir la transformation de Fou- 
rier sur un espace beaucoup plus gros, l’espace des distributions tempé- 
rées, qui contient tous les espaces de Lebesgue L?(R”) ainsi que les espaces 
de Lebesgue L?..(R”) de fonctions périodiques, et ceci quel que soit p tel 
que 1 < p < œ. En particulier, cette transformation de Fourier étendue à 
l’espace des distributions tempérées contient également la théorie des séries 
de Fourier. 

Rajoutons que l’espace des distributions tempérées contient aussi de nom- 
breux autres espaces utiles dans la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles. Nous étudierons le cas des espaces de Hélder, et introduirons la 
décomposition de Littlewood-Paley pour donner une caractérisation de ces 
espaces qui est trés utile. 


5.2. Classe de Schwartz 


Pour construire une transformation de Fourier sur un espace qui soit le 
plus gros possible, nous allons utiliser un argument de dualité®). Il s’agit 
de chercher un espace, le plus petit possible, tel que la transformation de 
Fourier soit un isomorphisme de cet espace dans lui méme. Ce principe 
est trés simple mais nous allons voir que sa mise en ceuvre est subtile. 
Déja, concernant le choix d’un espace de fonctions le plus petit possible, 
la proposition suivante montre que l’on ne peut pas utiliser l’espace auquel 


(2) Notons que Cauchy et Poisson auraient redécouvert la formule intégrale de Fourier (qui 
figure dans le mémoire de Fourier, publié en 1822, qui lui valut de remporter le prix pour 
sa réponse donnée en 1812 à une question posée par l’Académie en 1811). Ceci est expliqué 
dans l’article d’Annaratone [5] publié dans la Revue d’Histoire des Mathématiques. 
(3)Le principe est le suivant : si T est une application linéaire continue de E dans E 
alors T* est continue de E’ dans F’. De plus, si E C L1(R”)’, alors L1(R”) C E’. Donc, 
pour étendre la définition de la transformation de Fourier 4 un espace plus gros que 
L'(R?), on va chercher à la définir comme l’adjoint d’un isomorphisme d’un espace E 
inclus dans L1(R"). Attention : ceci ne correspond que très approximativement à ce que 
nous allons faire. En effet, on ne pourra pas se contenter de travailler dans le cadre des 
espaces de Banach. Nous devrons travailler dans le cadre des espaces de Fréchet. 
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w 
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on pense spontanément (c’est-à-dire l’espace C£°(R”) des fonctions C% à 
support compact). 


Proposition 5.2. Il n'existe pas de fonction f € L!(R), non nulle, à support 
compact et dont la transformée de Fourier est également à support compact. 


Démonstration. Soit f € L!(R) à support compact. Alors on peut définir 
F: C —> C par 


F(z) = 1 e`? f(x) da. 
R 
Notons que F(£) = FE) pour tout € dans R. A fortiori, F s’annule sur 


un intervalle. Comme F est une fonction entière (holomorphe sur C), on 
obtient que F = 0 car une fonction entière non nulle ne peut s’annuler que 


sur un ensemble discret. 


Au lieu de travailler avec des fonctions C% à support compact, nous 
allons travailler avec des fonctions C™ qui sont à décroissance rapide à 
linfini, au sens de la définition ci-dessous due à Laurent Schwartz). 


Définition 5.3. 

(i) On dit qu’une fonction f est à décroissance rapide si le produit de f 
par un polynôme quelconque est une fonction bornée. 

(ii) On dit qu'une fonction f € C™(R”) appartient à la classe de 
Schwartz .7(R°) si f et toutes ses dérivées sont à décroissance rapide. Il est 
équivalent de dire que les quantités suivantes 


MA= D. (el. 


lal<p,|B1<p 


sont finies pour tout p. 


Remarque 5.4. Notons que 
CGR") c F(R”). 


L’exemple fondamental d’une fonction de Z (R”) qui n’est pas un élément de 
CF (R”) est la gaussienne x > exp(—|z|?). Cette fonction joue un rôle spé- 
cial dans l’étude de la transformation de Fourier. Plus généralement, pour 
tout nombre complexe z de partie réelle Rez > 0, la fonction exp(—z ||”) 
appartient à Z (R”). 


(4) Premier Frangais 4 obtenir la médaille Fields, en 1950, pour avoir introduit la théorie 
des distributions [127], qui généralisent les fonctions et les mesures et permettent de 
dériver (dans un certain sens) des fonctions qui, au sens usuel, ne sont pas dérivables. 
Nous étudierons une partie de cette théorie au chapitre 7. 
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Remarquons que M est une norme sur “(R”) pour tout entier p. Cepen- 
dant, si on considère .“(R”) comme un espace normé pour cette norme, 
alors on n’obtient pas un espace de Banach (une suite de Cauchy pour cette 
norme ne converge pas en général vers un élément C™). La bonne notion 
topologique est celle d’espace vectoriel topologique muni d’une famille de 
semi-normes. Dans ce cas, comme nous l’avons vu dans le chapitre sur la 
topologie, on obtient une topologie métrisable. On vérifie facilement que 
F(R”) est complet et on peut alors énoncer le résultat suivant. 


Proposition 5.5. La classe de Schwartz est un espace de Fréchet pour la topo- 
logie induite par la famille de semi-normes {^p }pen. 


La proposition suivante contient plusieurs propriétés simples très utiles. 


Proposition 5.6. Supposons que f appartient à la classe de Schwartz F(R”). 
Alors, 

(i) pour tous multi-indices a et B dans N”, on a x% f € A(R") (et lap- 
plication f + x°08 f est continue de F(R”) dans .7(R°)) ; 

(ii) le produit de deux éléments de A(R") appartient à F(R") (et Vappli- 
cation produit est continue de F(R") x A(R") dans F (R”)); 

(iii) pour tout p € [1, +00], on a f € L?(R") (et Vinjection de Z (R”) 
dans L?(IR") est continue) ; 

(iv) CE (R”) est dense dans F(R”); 

(v) la transformée de Fourier Í appartient à C1(R") et, pour tout j tel 
quel<j<net toutt E€ R”, 


ðs, f(E) = F ((—ix;) f); 


(vi) pour tout j tel quel < j < n et tout € dans R”, 
GFE) = -iF (az; f) E) 


Démonstration. Les deux premiers points sont des conséquences immédiates 
de la définition de .Z(R”). Pour montrer (iii), on commence par observer 
que 


Iles = f Ur) ae 
(5.3) i 
< sup {+ I el} f arien < Celh) 


Ensuite, on observe que f € L®(R”) (direct) et on conclut que f € L?(R”) 
pour tout p € [1, +00] car LI(R") N L®(R”) est inclus dans LP(R"). 

Pour démontrer le point (iv), on considère une fonction x € C&(R”) et 
on montre que, pour toute fonction f de .7(R"), la suite x(-/k)f converge 
vers f dans .7(R") quand k tend vers +00. Pour cela, il suffit de vérifier 
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que, pour tout p € N, les semi-normes (f — x(-/k)f) tendent vers 0. 
Ce calcul est laissé en exercice. 

Pour démontrer le point (v), il suffit d'observer que les hypothèses du 
théorème de dérivation de Lebesgue sont vérifiées puis d’appliquer ce résul- 
tat. Enfin, le point (vi) s’obtient en écrivant que 


je ré Z toe oe: 


puis en intégrant par parties : 
Je. e 5) f(x) dx = —i | é 0 f(x) dx 
= iF (3z f) (£). 


Cette manipulation est justifiée car f est à décroissance rapide (on peut alors 
faire une intégration par parties sur une boule B(0, R) puis faire tendre R 
vers +00). 


= 


Ei f(E) 


II 


Proposition 5.7. La classe de Schwartz S (R”) est dense dans L?(R”) pour 
tout p € [1, +œ]. 


Démonstration. C’est une conséquence de l'inclusion C&(R") C F(R”) et 
du corollaire 6.9 qui sera démontré dans le chapitre sur la convolution. 


La proposition suivante montre pourquoi 7 (R”) est le bon espace pour 
étudier la transformation de Fourier. 


Proposition 5.8. La transformation de Fourier applique Z (R"”) dans lui- 
même, et il existe des constantes Cp telles que, pour tout f dans F(R”), 


n~ 


(5.4) MP) < Cp Mptntilf)- 
En particulier, la transformation de Fourier est continue de F(R”) dans 


F(R”). 


Démonstration. Soit f € A(R"). Alors on peut utiliser la proposition pré- 
cédente pour obtenir 


EERO = |F {0e E) 
Supposons que |a| < p et |8| < p. En utilisant l’inégalité [ü||,« < ||ul|z1 et 
la formule de Leibniz, il vient 
eZ FO] <A’ Ia SK D [ro Fla 
la"|<p,|B’|<p 


On en déduit Vinégalité voulue en appliquant (5.3). 


Nous avons dit que les fonctions gaussiennes jouent un rôle important 
dans l’étude de la transformation de Fourier. C’est en raison du résultat 
suivant, qui énonce que la transformée de Fourier d’une fonction gaussienne 
est une fonction gaussienne. 
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Proposition 5.9. Pour tout a > 0 et toute dimension n > 1, 


PRET eer, 
a 


Démonstration. Commençons par le cas de la dimension 1 d’espace, avec 
a = 1. Posons f(x) = e~!*!”. La transformée de Fourier de f, notée F(f)(€), 
est une fonction réguliére qui vérifie 


(FAO = I (iaje ite de = È i eit e-? de 


R 


= — (—i£)e it eT dz, 
2 JR 


donc 


En utilisant 


on en déduit que 


(FEE) = eE F f0) = vret, 


On en déduit le résultat par des manipulations simples : si f € L!(R”) alors 


= 


la transformée de Fourier de f(x/A) est |A|” f(A). De plus, la transformée 
de Fourier de fı(£1)--- fn(an) est f1(81) +++ fn(ên). 


On est alors en mesure de démontrer le résultat suivant qui est fonda- 
mental. 


Théorème 5.10 (Inversion de Fourier). Si u appartient à A(R"), alors, pour 
tout x dans R”, 


x J e7 ETE) dé. 


Remarque 5.11. On a vu que si u € Z (R”) alors à € Y(R”). On a aussi vu 
que .7(R") C L!(R*) et donc la fonction £ + et? S@(E) est bien intégrable. 
La formule précédente a un sens pour tout x € R”. 


(5.5) u(x) = 


Démonstration. Étant donné € > 0, introduisons 
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En utilisant le lemme précédent on calcule (en ne manipulant que des inté- 
grales convergentes) 


Hela) k JJe (ED Eu(ye ET IT dy dé 
T n 
he — ty le—yl?_—n 
1 
) 


~ (77/2 i (u(x + ey) — u(x))e7 2Y? dy + u(x). 


Puisque 
[u(x + ey) — u(a)| < e lyl ||Vullz=, 


on obtient le résultat voulu en passant à la limite quand € tend vers 0. 


Corollaire 5.12. La transformation de Fourier F est un isomorphisme de 
F(R”) dans lui-même, et 
1 


(5.6) Fe 


Démonstration. Nous avons déjà vu que la transformation de Fourier est 
continue de J (R”) dans .7(R”). Il suffit donc de démontrer que, pour tout 
fE.S(R”),on a 


ZA — 


= ft ta ae ei F 
Fa) = q | CRO d= x | FO 


= aap freee, 


équivalent au résultat recherché. 


Théorème 5.13 (Identité de Plancherel). Si f et g appartiennent à F(R”), 
alors 


= =, 1 Fe ZT 
(5.7) Lafont = [FOTO ae. 
En particulier, pour tout élément f de F(R”), on a 


(5.8) Ile = lfl 


Démonstration. Nous allons commencer par montrer que, si y, Y € F(R”), 
alors 


(5.9) / Bla\(a) de = / PROT 
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Comme 4 et w sont à décroissance rapide, on peut appliquer le théorème 
de Fubini pour obtenir 


[ovae= f (fer ouay) ve) ax 
=| (/ ea an) de) p(y) ay = f ebay. 


Considérons maintenant deux fonctions f et g de la classe de Schwartz 
F(R”). On applique Videntité (5.9) avec p = f et y = ¥—1(g). Alors 


fre [ob fow= [fes 


Puis on obtient (5.7) en vérifiant (à l’aide de la formule d’inversion de Fou- 


rier, voir (5.6)) que 


(F~"9)(§) = en" f eat) dy = en" f et g(y) dy = (27) “"G(E). 


L'identité (5.8) de Plancherel est alors un corollaire évident de (5.7). 


Corollaire 5.14. Soit f € L'(R"). Si f =0, alors f = 0. 


Démonstration. La démonstration utilise le théorème précédent et le fait 
que la classe Schwartz est dense dans L'(R") (voir la proposition 5.7). Soit 
g E€ F(R") et soit (fn)nen une suite de fonctions de la classe de Schwartz 
qui converge vers f dans L'(R"). On a directement 


i (fn — f(a) a(n) de 


< [fn = fl lolle => 0- 


Par ailleurs, comme f = 0, on a 


sie =| foro 


T A < hfa- fl lu 5,0 
où l’on a utilisé le fait que g € Z (R”) C L!(R”) pour tout g € Z (R”) (voir 
la proposition 5.8). Il suit du théorème 5.13 que f f(x)g(x) dx = 0 pour tout 
g E F(R”), d'où f = 0 (c’est un résultat classique, voir le corollaire 6.10). 


5.3. Distributions tempérées 


5.3.1. Définition des distributions tempérées. 


Définition 5.15. L’espace des distributions tempérées, noté .7/(R"), est le 
dual topologique de Z (R”). 
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Notation 5.16. Soit u € .Z'(R") et f € A(R”). On notera (u, f) yxy 
(plutôt que u(f)) le nombre complexe que l’on obtient en faisant agir la 
forme linéaire u sur f. 


Il suit qu’une application linéaire T: A(R") > C appartient à Z’ (R”) 
si et seulement s’il existe p € N et C > 0 tels que 


VfES(R"), (T, hrx CMP =C D eras] 
lal<p,|B|<p 
Montrons à titre de premier exemple que toute fonction u € L®(R”) 
permet de définir une distribution tempérée. On définit une forme linéaire 
U: F(R”) > C par 


(5.10) (U, v) gix s = ie u(x)v(x) da. 


On vérifie que U est bien continue de .“(R”) dans C d’après l'estimation 
suivante 


(U, vsx] < lalla lolz: 


dx n+1 
siile (/ aor) sup |(1 + 2)" (a) 


qui implique 

|U, 0) xx] < Cllulle= M41 (v). 
En raisonnant de façon similaire, on montre que la formule (5.10) définit 
une distribution tempérée pour toute fonction u € L?(IR”) avec p € [1, +00]. 
Ce procédé nous permet de plonger les espaces de Lebesgue dans .7’(R”). 
En fait, on peut plonger beaucoup d’autres espaces et nous verrons plus loin 
V’exemple fondamental des espaces de Sobolev. 


Définition 5.17, Etant donné un espace de fonctions X et une distribution 
tempérée U € .Y’(IR"), nous dirons que U appartient à X s’il existe u € X 
telle que, 
Yue SR"), U,v) yxy = u(x)v(x) da. 
Rr 

5.3.2. Extension aux distributions tempérées. Nous avons vu au pa- 
ragraphe précédent que l’on peut plonger tous les espaces de Lebesgue dans 
Z'(R”). On peut aussi y plonger les espaces de Hölder et ceux de Sobolev 
(les deux seront définis plus loin). Il faut penser à l’espace des distributions 
tempérées comme au plus gros espace dans lequel on souhaite travailler (5). 
Il est alors naturel de vouloir étendre la définition des opérateurs importants 
en analyse à 7’ (R” ). Nous allons voir que ceci peut se faire très simplement. 


5 ts eect fate ; Per 
S y a des espaces plus gros, comme l’espace des distributions, mais nous n’étudierons 
pas ces espaces dans ce livre. 
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Définition 5.18. Considérons une application linéaire A: S (R”) > A(R”) 
qui est supposée continue. Nous dirons que À admet un adjoint continu sur 
Z (R”) s’il existe une application linéaire continue A*: Z (R”) > .7(R") 
telle que, pour tout (u,v) € F(R”) x .Z(R”), 


(Au,v) = (u, A*u) où Ho) = | rate ar 


Exemple 5.19. 


(i) Considérons le cas de la transformation de Fourier A = F (qui est 
bien une application continue de .7(R”) dans .7(R”) d’après la proposi- 
tion 5.8). Nous allons voir que dans ce cas, l’application A* est donnée par 
A*g = F (g). Ceci impliquera que 7 admet un adjoint continu sur Z (R”). 

Pour le voir, nous rappelons l'identité (5.9) qui énonce que, pour tout 
y,w E F(R”), ona 


[Pe@vear = f owwa 


En appliquant ceci avec y = f et d = J, on en déduit que 


(Af.9) = (F.o) = | Peed = | FOO) ay = Ao) 


(ii) Soit j tel que 1 < j < n. Si A = 0,,, alors A est bien continue 
de F(R”) dans (R") car M (Au) < Mp+ı(u) et on a, en intégrant par 
parties, (Au, v) = (u, A*v) avec A* = —ôz,. 

(iii) Notons Cp°(IR”) l’espace des fonctions C™ bornées ainsi que toutes 

ses dérivées. Si c € Cp°(R”), alors opérateur A, défini par A.(f)(x) = 
c(x) f(x) vérifie cette propriété. Alors (A,.)* = Az. 
(iv) Si A et B vérifient cette propriété alors Ao B aussi avec (Ao B)* = 
o A*. On déduit des deux points précédents que tout opérateur diffé- 
rentiel À, de la forme A(f)(z) = X jaj<m Ca(Z)Or f(z) avec ca € CR (R”), 
vérifie cette propriété. 

(v) On verra un autre exemple plus tard qui généralise la notion 


B* 


d’opérateur différentiel (voir la partie consacrée aux opérateurs pseudo- 
différentiels). 


Considérons une application linéaire continue A:.7(R") > Z (R”) qui 
admet un adjoint A* continu sur .7(R”). Nous allons montrer qu’il existe 
A: .F'(R”) > .7/(R*) linéaire continue qui prolonge la définition de A. 
Pour cela on définit 


Vue S'(R"), w € A(R"), (Auvisrxs = lu, FD yyy. 


Montrons que l’opérateur ainsi construit prolonge la définition de A. 
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Proposition 5.20. Considérons l'application F : u € F(R”) => 7, € F(R”) 
définie par 


Talv) = (u,v) = Juan) dz. 


Alors cette application est bien définie, linéaire, continue et injective et de 
plus 
Vue S(R"), AZ = Tau. 


Remarque 5.21. La première partie du résultat signifie que 7 est une injec- 
tion de .(R”) dans 7’ (R”) ; la seconde partie signifie que A coïncide avec A 
sur .Y(R”). 


Démonstration. Pour tout u,v € “(R”) nous avons déjà vu que 
Kn voxa] S lulls [or < C4o(u) M+), 
ce qui montre que J, appartient à .7’(R") et que u + Z, est continu 
de Z (R”) dans .7”(R”). De plus, 7 est injective car Za, = Zap implique 
Pas uz (U1 — U2) = 0, donc ||u1 — u2|| 72 = 0, d’où u1 = u2. 
Avec les définitions précédentes, pour tous u,v dans Z (R”), on a 
(AQ, 9x7 = (Fu, AT) gx = (u, AT) = (Au, T) = (Tau, V) xI. 


Ce qui démontre que AZ, = Ty. 


Dans la suite, on notera simplement A au lieu de A Vopérateur étendu 
à .'(R”). En utilisant cette construction, on peut ainsi définir la dérivée 
partielle 0,, de toute distribution tempérée! Par définition, on a 

Vue F(R"), Vue A(R"), (02,4, Vv) 9x7 = —(U, On, 0) xS. 

On en déduit que l’on peut définir du pour tout a € N” et tout u € 
S'(R”). On peut donc dériver à tout ordre n'importe quelle distribution 
(ce qui est bien sûr faux pour les fonctions). 

Nous allons maintenant appliquer la construction précédente avec la 


transformation de Fourier. Rappelons que (cf. (5.9)), pour tous w,% dans 
F(R”), ona 


faomea f tué av. 


Considérons une distribution tempérée u € S/(R"). On peut alors appliquer 
le principe précédent pour définir sa transformée de Fourier, notée F (u), par 
(F(u) v) 9x9 = (U,V) rx 
On note également & la transformée de Fourier d’une distribution tempérée. 
Proposition 5.22. La transformation de Fourier F est un isomorphisme de 


S'(R") dans lui-même (application linéaire continue d’inverse continue). 
De plus, on a 


Fu = (Qn) F (u). 
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Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 5.8 et du 
corollaire 5.12. 


Nous avons déjà remarqué que l’on peut plonger les espaces de Lebesgue 
dans .Y’(R”). On peut en particulier considérer la transformée de Fourier 
d’une fonction L?(R”). Le cas le plus important en pratique est celui de 
L?(R"). Dans ce cas, on a le résultat suivant. 


Proposition 5.23. Si u € L?(R"), alors F(u) appartient à L?(R”) et 
1 
(2x)" 


Remarque 5.24. Avec les conventions précédentes, le fait que F(u) appar- 
tient à L?(R”) signifie qu'il existe une fonction h € L?(R") telle que 
(F(u),v) 9x9 = Jen hA(x)u(x) dx pour tout v € (R”). Alors on a 


lull? = gt llAll ze. 


2 
llullz2 = [F ll- 


Démonstration. On utilise la définition de F sur .Y’(R”) et le théorème 5.13 
pour écrire 


E E K A = | f Tr 


< llullz: lllz: = (27)? lullzellellz2- 


On en déduit que V’application Z (R”) > v > (F(u),v) yx. E Cs’étenden 
une forme linéaire continue sur l’espace de Hilbert L? (R”). D’après le théo- 
rème 3.10 de Riesz-Fréchet, il existe h € L?(R”) telle que (F (u), v). srx s = 
J h(x\v(x)dz, ce qui est le résultat voulu. 


Définition 5.25. On dit qu’une fonction m appartenant à C%(R”) est à 
croissance lente si m et toutes ses dérivées sont à croissance au plus poly- 
nomiale : pour tout multi-indice a € N”, il existe Ca > 0 et Na € N tels 
que |0¢m(E)| < Ca(1 + |€|)%* pour tout € € R”. 


Si m est une fonction à croissance lente et si v € Z (R”), alors mv 
appartient aussi à la classe de Schwartz .7(R”). On vérifie donc directement 
que l’on peut définir un opérateur, noté m(D,) sur .Z/(R") de la façon 
suivante : 

F (m(D,)u) = mFu. 


On dit que m(D.) est un multiplicateur de Fourier. Ces opérateurs inter- 
viennent très souvent. Nous les reverrons dans le chapitre consacré au calcul 
symbolique pour les opérateurs pseudo-différentiels. 
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5.4. Décomposition de Littlewood-Paley 


5.4.1. Décomposition dyadique de l’unité. Nous allons introduire une 
décomposition dyadique de l’unité. Cette décomposition permet d'introduire 
un paramètre (grand ou petit) dans un problème qui n’en comporte pas. 
C’est une idée simple et extrêmement fructueuse(6). 


Lemme 5.26. Soit n > 1. Il existe y € C§°(R") et p € CGR”) telles que 
les propriétés suivantes sont vérifiées : 


(i) (conditions de support) nous avons 0 < D <1,0<w<1 et 
3 
suppd C {lé < 1}, supp C {F < |e] < 2}; 
(ii) (décomposition de l’unité) Pour tout € € R”, 
(5.11) 1 = Y6) + > (278); 
p=0 
(ii) (presque orthogonalité) pour tout £ € R”, 
1 = 
(5.12) 2. PEHY PPE < 1. 
p=0 


Démonstration. Soit Yy € C§°(R”; R) une fonction radiale vérifiant d(£) = 1 
pour lé] < 3/4, et d(£) = 0 pour || > 1, et décroissante (si || > |7| alors 
P(E) < Y(n)). Ensuite, on définit o(£) = #(£/2) — #(£) et on remarque 
que y est supportée dans la couronne {3/4 < |€| < 2}. Pour tout nombre 
entier N et tout € € R”, ona 


N 
BE) + >> o(2-P6) = ¥(2-" 8), 
p=0 


ce qui implique immédiatement (5.11) en faisant tendre N vers +00. 
Il reste à prouver (5.12). Pour tout entier N, on a 
2 


N N 
P+ PPE < (¥O+ NK oee) 
p=0 p=0 


D’autre part, on remarque que, pour tout € € R”, il n’y a jamais plus de 
trois termes non nuls dans l’ensemble {#(£), y(&),..., p(27?6),...}. Par 


(6) Pour une introduction à l’utilisation de cet outil dans des travaux de recherche récents, 
nous renvoyons le lecteur à Bahouri [8] ou Danchin [33]. Il existe de nombreux livres qui 
développent une étude systématique de la décomposition de Littlewood-Paley : Coifman 
et Meyer [27, 103], Métivier [99], Alinhac et Gérard [3], Bahouri, Danchin et Chemin [9], 
Tao [134] ou Taylor [142, 143]. 
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conséquent, en utilisant l'inégalité élémentaire (a+b+c)? < 3(a? + +2), 
on obtient 


p=0 p=0 
On obtient alors (5.12) en faisant tendre N vers +oo dans les inégalités 
précédentes. 


Définissons, pour p > —1, les multiplicateurs de Fourier A, comme suit : 
A-1:=Y(Dz) et Ap:=y(2-?D,) (p20). 


Introduisons également, pour p > 0, les multiplicateurs de Fourier Sp 


Sp := Y (2? Do) se 


k=-1 


La partition de l’unité implique également une partition de l’identité. 


Proposition 5.27. On a 


I= X Ap, 


p>z—1 
au sens des distributions : pour tout u € Y'(R”), la série X Apu converge 
vers u dans S'(R"), ce qui signifie que Dip (Apu, gx. converge vers 
lu, ~).9'x.y pour tout p € A(R”). 
Démonstration. Soit u € .Z'(R") et 0 € A(R”). Posons up = Apu. Les 
sommes partielles Syu = Din Up sont bien définies et 


(F (Swu) 0) = (h(2-%E)F (u), 0) = (F (u), W268), 
or yim v2 "66 = 0 dans .Y(R") donc 


F (Snu) — F(u) dans .¥'(R”). 


p— +00 


Par continuité de F7! : .Y’(R”") > .Y'(R”) on a bien u = D_p>-1 Up 


5.4.2. Caractérisation des espaces de Hôlder. Dans ce paragraphe, 
nous allons montrer que l’on peut décrire les espaces de Hülder à l’aide de 
la transformation de Fourier. 

Rappelons la définition des espaces de Hélder. 


Définition 5.28. 
(i) Soit r € ]0,1[. On note C®-"(R”) l’espace des fonctions bornées sur R” 
vérifiant 


AC > 0/ Va,yER", ju(x)—uly)| < Cle- yl”. 
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(ii) Soient k € N et a € ]0,1]. On note C**(IR") l’espace des fonctions 
C*(R") dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k appartiennent à C°*(R®”). 

(iii) Soit r € R? \ N de sorte que r = k + a avec k € N et a € ]0,1]. 
Alors on note simplement C’(R”) l’espace C*:*(R"). 


Pour r € ]0,1[, l’espace C’(R”) est muni d’une structure d’espace de 
Banach par la norme 
ju(x) — u(y)] 


lullor = Îlulz + sup 
C L Si [x — 


Nous donnons ci-après une norme équivalente. 


Proposition 5.29. Soit r € ]0,1[. Il existe une constante A, > 0 telle que les 
deux propriétés suivantes aient lieu : 


(i) Siu € C'(R") alors, pour tout p > —1, 
[Apel] ze < Ar llullor 2777 
(ii) Réciproquement, si, pour tout p > —1, 
|Apul] po < C27", 
alors u € C™(R”) et [ul < ArC. 


Démonstration. (i) Considérons p > 0. Pour démontrer le premier point, 
on commence par écrire Apu sous forme intégrale, 


(5.13) Ape) = 2?" I 7e) (x — y))uly) dy. 


Le reste de la preuve, ainsi qu’un calcul précis des constantes, utilise juste 


le fait que les moments de .F~!(y) sont tous nuls. Ainsi, avec le moment 


d’ordre 0, on obtient 


Apu(se) = 2°" J aeea a pour p>0, 


d’où 


JApu(x)| < 27 [fullo fiz )(2?(a — y))| ly — xl" dy 
=2 Full. / IF (p)(2)2| dz. 
Le cas p = —1 se traite de manière similaire. On écrit 


À au(x) = / Fw) — y)uly) dy, 


puis on utilise que F~1(w) € A(R”) et donc F~1(y) appartient à L1(R”). 
On en déduit que la norme L® de A_ju est contrôlée par la norme L 
de u. 
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(ii) Montrons la réciproque. On vérifie que u € L® car Apu € L” et 
>> Apu converge normalement si [A,ul, < C'27P7. Il reste à estimer 
ap Ue) ue 
oxy, le-ugi lz- | 


(Noter que l’on peut se restreindre évidemment à |x — y| < 1.) 
Pour cela, on pose, pour un entier p à déterminer, 


u = Spu + Ru, E A4 et Fan = $ Ar 


q=-1 


Par hypothése, il vient 


—qr C —pr 
Pulse < So Agull pw < DOI = Se. 


q2P q2P 
d’où l’on déduit évidemment que |R,u(y) — Rpu(x)| < 2S 2". D'autre 
part 
p—1 
|Spu(x) — Spu(y)| < [x — yl D IVAqulzs - 
q=-1 


D’après la formule rappelée au début de la preuve, nous obtenons 
[VAgul z S Cale CoCo, 


Avec pour q = —1, |Vu_1l,< < CC. Comme r < 1, onal—r > Oet 


donc 
Der a g 2P(-r) 
CRETE 


Regroupons les dies estimations : il existe deux constantes Kı et Kə qui 
ne dépendent que de r telles que 


lu(y) En u(x)| < hic [x — y| 2P=Pr 4 K327., 


Choisissons p tel que 271 < 2P|x— y| < 1 (ce qui est possible car on suppose 
|z — y| < 1). Alors 


lu(y) — u(x)| < KC |z — yl", 


ce qui achève la preuve. 


5.4.3. Espaces de Zygmund. On a montré que si r € ]0, 1[, 


u € C'(R") <= sup 2” ||Apull z < +00. 
p 


En fait, on a plus généralement 


(5.14) VreRT\N, ueC'(R") = sup?” [Au < +00. 
p 
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Définition 5.30. Soit r un réel. On désigne par CY(R”) le sous-espace des 
distributions tempérées défini par 


u € CR") <= sup 2?" ||Apull z < +00. 
p2-1 


Remarque 5.31. Noter que l’on définit ces espaces pour tout r € R et pas 
seulement r > 0. 


Ainsi, le résultat précédent donne directement 
rERt<N = CR”) =C(R”). 
De plus, pour k € N, on montre facilement que 
VReN, C*®(R") c WF (R") c CPR”). 
Cependant, on peut montrer que 
reEeN = CPR") 4C'(R”). 
Donnons par exemple une caractérisation élémentaire de C}(R”). 


Proposition 5.32. L’espace C}(R") est l’espace des fonctions bornées u telles 
que 


AC > 0/ Vz,yER”, [u(x + y) +u(x — y) — 2u(x)| < Cly|. 


Démonstration. Supposons que u € C}(R”). Considérons alors un point 
y € B(0,1) non nul. En utilisant la décomposition dyadique de l’espace des 
fréquences et l’inégalité de Taylor à l’ordre 2 entre y et 0, il vient 


ju(a + y) + u(a — y) — 2u(x)] < C lulle: Ci D 2445 pe), 
a<N q>N 


ou N est un entier quelconque. En choisissant N tel que 274% = |y|7}, 
on obtient 


lux +y) + u(x — y) — 2u(x)| < C'lullen lyl- 
Réciproquement, choisissons une fonction u telle que, pour tout y dans R”, 
on ait 


ju(a + y) + ule — y) — 2u(x)] < C |y]. 


Le fait que la fonction y soit radiale, donc paire, entraîne que 


Agula) = 27 02) x u(x) = 2 f FE (pute ~ y) dy 


=2" | -i o(2tyjule + 1) dy. 


Introduisons h(z) = %7l6(z). Comme y est nulle près de l’origine on en 
déduit que h est d’intégrale nulle, donc 


29" F-"p(29.) xu(x) = 2971 / F—*p(24y) (u(x + y) +u(x — y) — 2u(x)) dy. 
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Comme la fonction z + |z| h(z) est intégrable, on a 


|Agull ro < C271 sup [u(x +y) + u(x — y) — 2u(x)| 
YER” ly] 


9 


ce qui démontre que u appartient à C}(R”). 


5.5. Exercices 

Exercice 5.1. Considérons les fonctions f(x) = e” et g(x) = e” cos(e*). 
Montrer que f € .Z'(R) et g € 7’ (R). 

Exercice 5.2. 


(1) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout € € ]0,1[ et 
toute fonction f appartenant à l’espace de Hélder C°*(R”), on ait 


llooe 
Illes 


Indication : utiliser la décomposition de Littlewood-Paley et, pour N € N 
à choisir, écrire que 


ifls D. WAgfllne + D IAgfllze - 


q<N-1 a>N 


C 
Afro < = Ile log (e + 


(2) Considérons la distribution tempérée 
OO 

jp 5 2r, 
q=0 


Montrer que u appartient à C? mais pas à L®. 


Exercice 5.3 (Inégalité de Nash). Considérons un entier n > 1 et une fonc- 
tion u dans la classe de Schwartz .7(R”). 


(1) Calculer la transformée de Fourier de Vu et montrer qu’il existe une 
constante C1 > 0 telle que, pour tout p > 0, on a 


A 2 Ci és 2 
J, BORi < g [File 


(2) Montrer qu’il existe une constante C2 > 0 telle que, pour tout p > 0, 
on à 


Se i 
J ROPE < carats. 
IESP 
(3) En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout 
u € F(R”), ona 


1+2/n 2/n 
lus < Clug Val ze). 
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Exercice 5.4 (Le lemme div-rot de Murat et Tartar). L'exercice suivant né- 
cessite de connaître les espaces de Sobolev, qui seront étudiés au chapitre 7. 
Pour la solution, nous renvoyons aux articles originaux de Murat [108] et 
Tartar [138] ainsi qu'aux notes de cours de Prange [119]. 

Notations : Soit Q un ouvert de R”. On note C® (Q) l’espace des fonctions 
u: Q — R qui sont la restriction à Q de fonctions C% sur R”. On note 
CE (N) les fonctions C™ et à support compact dans 2. 

Considérons un ouvert borné NQ C R? et deux suites de champs de vec- 
teurs, En: Q — R? et Bn: Q — R?. On note (E}, E2) et (B1, B2) les 
coordonnées de Ep et Bn. On suppose que : 

(H1) En et Bn appartiennent à C% (Q)? pour tout entier n. 

(H2) Ona 


sup (IIEnllz2¢a) + |Bnllr2ay2 a |div Enl|r2(0) + ||rot Brll2ay) < +00, 


à 2 2 + 
ou lEnllzeço = VARS + PAO et où div En et rot Bn sont des 
fonctions à valeurs dans R définies par 
div En = ôs, E} + ôr, EZ, rot Bn = ôs, B} — ôs, BZ. 

(H3) Il existe E € L?(Q)? et B € L?(Q)? telles que En — E et Bn — B 
dans L?(Q)?, ce qui signifie que chaque coordonnée converge faiblement 
(Ei = EÍ pour j = 1,2 et de même pour Bn). 

Le but de cet exercice est de montrer un résultat, dû à François Murat 
[108] et Luc Tartar [138], qui énonce que, pour tout y € C (Q), 


(x) a ye) En (0) + Ba(a)de — f p(x)E(x) - B(x) de, 


n— +00 


où y- y! est le produit scalaire de R?. 


(1) Fixons une fonction y € C (N) et considérons x € C£°(Q) valant 1 
sur le support de y, de sorte que yy = y. On introduit 


Un = PEn, Un =XBn v= eH, w=xB. 


On étend ces fonctions par 0 sur R?~ Q (et on les note toujours Vn, Wn, V, w). 
Montrer que v, et Wn appartiennent à H1(R?)?. Montrer que v, converge 
faiblement vers v dans L?(R?)? et que de même wn converge faiblement 
vers w dans L?(R?)?. 

(2) Si f = (f1, f?) est une fonction à valeurs dans R, on note f = 
(f 1, f2) sa transformée de Fourier. Montrer que (ùn) et (&,) sont bornées 
dans L? (R?)? et dans L°(R?)?. 

(3) Montrer que (x) est équivalent à 


(=) f O OE — fv) -weae 
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(4) Montrer que, pour tout £ € R?, les suites (Gn(€))nen et (@n(E))nen 
convergent vers U(£) et (£), respectivement. 

(5) Soit R > 0. Notons B(0,R) la boule de centre 0 et de rayon R 
dans R?. Montrer que 


[moO - Ga —> PACE 
B(0,R) NT J B(0,R) 


(6) Soit € = (£1, £2) € R? non nul. Posons €+ = (£2, —€,). Montrer que, 
pour tout X € R?, ona 


X= (x a + (x as 


ra E17 16° 
Montrer ensuite que, pour tous X,Y dans R?, ona 
1 
IX Y| < (IVI -é+ |X| |Y -&*]). 


|El 
(7) Montrer que les suites de fonctions £ ++ £- On (E) et € = Et - On (£) 
sont bornées dans L?(R?). 
(8) En déduire que, pour tout R > 0, ona 
sup f O MO dE, 0 
> R 


neN R— +00 


et conclure la démonstration de (+). 


CHAPITRE 6 


CONVOLUTION 


La convolution se trouve partout en analyse, mais en tant que 
notion c’est l’une des dernières nées : le terme de convolution 
ne s’est imposé que dans la seconde moitié du XX° siècle. 
Au moins Wiener en avait fait sous le nom de Faltung un 
merveilleux usage, qui a servi de modèle à plusieurs égards à 
la théorie des distributions de Schwartz. 


Jean-Pierre Kahane [74] 


La notion de convolution est à la fois très naturelle et peu enseignée. 
Le but de ce chapitre est précisément d’en présenter une étude systéma- 
tique. Nous allons en fait introduire deux outils très utiles dans la pratique 
pour étudier les moyennes locales d’une fonction : le produit de convolution 
f * g et la fonction maximale M(f). Ces deux outils vont nous permettre 
d'étudier des approximations de l’identité et de prouver des inégalités fon- 
damentales dues à Hardy, Littlewood et Sobolev. Dans les deux dernières 
sections, nous étudierons deux résultats liés à la notion de convolution et qui 
ont été au cœur des préoccupations de l’analyse harmonique au XX° siècle : 
la décomposition en ondelettes de Calderón, Grossmann et Morlet ainsi que 
le théorème taubérien de Wiener. 


6.1. Définition du produit de convolution 


Le produit de convolution de deux fonctions f: R — R et g: R > R est 
la fonction h: R + R définie formellement par 


h(x) = A f(x — y)g(y) dy. 


Le produit de convolution est un outil très utile qui intervient dès que l’on 
ne s'intéresse pas à une fonction mais à ses moyennes locales. Par exemple, 
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si f est l’indicatrice de [—1/2, 1/2], alors 


æ+1/2 
h(a) = I g(y) dy, 
æ—1/2 
donc h(x) est la moyenne de g sur [x — 1/2,x + 1/2]. De même, si fe = 
(2e) 115,2, alors he(x) = fe * g(x) est la moyenne de g sur [x — £, £ + e], 


DFE 
osa / aly) dy. 


is 


On s’attend à ce que h.(x) converge vers g(x) quand € tend vers 0. Cette 
situation se produit très naturellement dans les applications (car en Phy- 
sique, par exemple, on ne connaît pas une fonction ponctuellement : on n’a 
accès qu’à ses moyennes locales). Elle se produit aussi pour des questions 
théoriques. Par exemple, pour approximer une fonction par des fonctions ré- 
gulières, il est naturel de remplacer la valeur en un point par une moyenne 
calculée sur un voisinage de ce point. 

Nous allons étudier les principaux résultats concernant le produit de 
convolution. Le premier résultat concerne la définition de f * g sous des 
hypothèses générales. 


Théorème 6.1 (Young). Considérons p,q,r tels que 


1) = td 1 
(6.1) 1<p,q,r < œ, ~+-=1+-: 
q r 


Alors, pour tout f dans LP(R") et tout g dans LI(R”), l'intégrale 


fg) = |) f(x — y)g(y) dy 
Rre 
converge pour presque tout x E€ R”. De plus, f x g appartient à L” (R”) et 


If ealas < iielra: 


On appelle f xg le produit de convolution de f et g et on dit que l'opération 
binaire x est le produit de convolution. 


Remarque 6.2. Considérons le cas particulier où f appartient à L!(R”), 
comme dans lexemple des moyennes locales donné dans l'introduction. 
Alors le théorème précédent implique que l'opérateur g + f * g est borné 
de LI(R") dans L4(R") pour tout q € [1, co]. 


Démonstration. Commençons par vérifier que l’on peut supposer que f et g 
sont des fonctions à valeurs réelles positives. En effet, supposons que le 
résultat du théorème est vrai dans ce cas. Alors on peut l’appliquer aux 
fonctions |f| et |g|. On en déduit que l'intégrale f [f(x — y)||g(y)| dy est 
finie pour presque tout x, ce qui implique d’après l’inégalité triangulaire 
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que f * g(x) est bien définie pour presque tout x. De plus, |f * gl < | f| *|g|, 
toujours d’après l'inégalité triangulaire, donc 
IF * gliere») = If * alll zœ») 
fl * allle) 
FIL Le cr) llalla») 


N IN IN 


[Flle lgl R). 


Ceci montre qu’il suffit de supposer que f et g sont des fonctions à valeurs 
positives. Dans ce cas, la fonction h = f * g est bien définie ponctuellement 
car l'intégrale d’une fonction positive est toujours bien définie dans [0, +00]. 

Notons par ailleurs que le résultat est évident si f est nulle ou si g est 
nulle. On peut donc supposer de plus que ||fl|zeR) = 1 = |lgllzeR») 
Il s’agit maintenant de montrer que la fonction h = f * g appartient à 
L” (R”) et que sa norme est plus petite que 1. 

Si r = œ alors p et q sont deux exposants conjugués (1/p + 1/q = 1) 
et le résultat est une conséquence de l'inégalité de Hôlder. Si r = 1, alors 
nécessairement p = 1 et q = 1. Dans ce cas, le résultat voulu est une 
conséquence du théorème de Fubini, en notant que 


J I fæ- y)|lg(u)| de dy = liflere lalz g): 


Il reste à traiter le cas 1 < r < co. Dans ce cas, p et q sont nécessairement 
finis et on peut écrire que |f (x — y)g(y)| = a(x, y) B(x, y) avec 


alz, y) = |F — y)" uN, 
Blz, y) = [Fe yl?" g. 


En utilisant le théorème de Fubini, on a directement que 


(6.2) ÉCOLES ES 
Nous allons montrer que, pour presque tout z, 
, 1 1 
. j <1 où ——1--. 
(6.3) foe asi on 51-i 


Pour cela, on note que 


bley)” = |f -P lay)" 
aain À 


Lylor(t41 D er (1 *) = r Poloj 
Pp q r r r 


avec 
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Donc s et t sont deux nombres réels conjugués et l’inégalité (6.3) s'obtient 
facilement en appliquant l'inégalité de Hôlder. 

Ensuite, on utilise à nouveau l'inégalité de Hôlder avec les exposants 
conjugués r et r’ pour écrire que 


nols (faeo wy) (far a) 7 


donc, en tenant compte de (6.3) puis de (6.2), 


fro )|" dz < [fe a(x, y)" dy dx < 


Ce qui est l'inégalité voulue. 


Nous allons ensuite étudier certaines propriétés du produit de convolu- 
tion dont nous aurons fréquemment à nous servir, en commençant par une 
propriété qui relie le produit de convolution à la transformation de Fourier. 


Proposition 6.3. Soient f et g deux fonctions de L'(R"). Alors f * g appar- 
tient à L'(R") et pour tout £ € R” on a 


F x IE) = FOICE). 
Démonstration. Le théorème de Young assure que le produit de convolution 
f * g appartient à L!(R"), ce qui permet d’utiliser le théorème de Fubini 
pour obtenir que 


ETES x g(x) dx = EEE F(a — y) de ) e VE gly) dy, 
Í JU à 


qui implique directement le résultat voulu. 


On en déduit facilement que le produit de convolution est commutatif, 
associatif et distributif par rapport à l’addition. 


Corollaire 6.4. Pour tout triplet de fonctions f,g,h dans L'(R"), on a 
f*g=g*f, 
f*(g*h)=(f*g)*h, 
f*lg+h)=(f*g)+(f*h). 

Proposition 6.5. Le produit de convolution de deux éléments de la classe de 


Schwartz F(R”) appartient à A(R") et l'application produit de convolution 
est continue de S (R”) x A(R") dans F(R”). 


Démonstration. Considérons f et g dans -7 (R”). Alors le produit de convo- 
lution f x g est C% sur R” et, pour tout multi-indice 6 dans N”, on a 
ƏL (f x g) = (08 f) x g. Par ailleurs, pour tout m € N, on a 


lef” < (lz — y| + ly)” < (2max{ļæ — yl, y < 2™ (læ — yl™ + ly”). 


Th 
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Donc [x 08 (f * g)(x)| est majoré par 


J(e- a8 re ECC v) lvl 0I) av: 


On utilise ensuite l'inégalité évidente ||F x GG, < ||Fllz~ ||G||z1 et les 
points (i) et (iii) de la proposition 5.6 pour majorer les normes L! de g et 
y“g par des semi-normes de g dans .7(R”). 


Rappelons que le support d’une fonction continue f est défini comme 
l’adhérence de l’ensemble des points où elle ne s’annule pas : 


supp f = {x € R” : f(x) £ 0}. 

Soit y une fonction C% à support compact. Alors, pour toute fonction f 
dans LP(R"), le produit de convolution px f est bien définie (en effet on a ọ € 
L\(R") donc le théorème 6.1 garantit que y x f appartient à LP(R")). Une 
propriété essentielle de la convolution est que cette fonction est régulière. 


Proposition 6.6. 

(i) Soit p € C§°(R”). Pour tout p € [1,00] et tout f € L?(R"), la fonc- 
tion y x f est C® sur R”. 

(ii) Si de plus f est à support compact, alors p* f est à support compact et 


supp(y * f) C supp Y + supp f. 

Démonstration. (i) Le premier point est un corollaire direct du théorème 
de dérivation des intégrales à paramètres. 

(ii) Supposons que y x f(x) # 0. Alors il existe y € R” tel que 
p(x — y) f(y) £0. On en déduit que 

x = (x — y) + y € supp ẹ + supp f. 
Ce qui démontre que 
{x € R” : px f(x) #0} C supp y + supp f. 
Comme supp ọ et supp f sont compacts, la somme de ces deux ensembles 
est aussi compacte donc fermée. Il suit que 
supp(y * f) = {x E R” : 6x f(x) #0} C supp Y + supp f, 


ce qui conclut la démonstration. 


6.2. Approximations de l’identité 


Le but de cette section est de construire une suite d'opérateurs linéaires 
(Li)sejo 1] qui a les propriétés suivantes : 

(1) si f appartient à LP (R”), alors 1,(f) appartient à LP (R”) si l<p<oo 
et de plus | L(P)Ilze < | fllze ; 

(2) Z(f) est une fonction C® ; 
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(3) L(f) converge vers f quand t tend vers 0 (dans un sens qui sera 
précisé). 
Ces opérateurs permettent donc d’approximer une fonction par des fonc- 
tions réguliéres. Pour les construire, nous allons considérer le produit de 
convolution par des fonctions réguliéres 4 support compact. 


Lemme 6.7. Il existe une fonction ®: R” — [0,+00[ à support compact et 
normalisée, de sorte que 


supp ® C B(0,1) et | (x) dx = 1, 


et telle que ® est : 
— radiale : P(x) = ®(y) si |x| = |y| ; 
— décroissante : ®(x) < (y) si |x| > |y]. 


Démonstration. Considérons la fonction D: R + R+ définie par 


pour y>0, (y) =exp(-1/y); pour y <0, (y) = 0. 


Cette fonction est C% sur R (voir la démonstration de la proposition 17.33). 
Il suffit alors de poser 


(6.4) (x) = Ag(1 — |x|’), 


où A est choisie de sorte que f ® dx = 1. 


Étant donné t € ]0, 1], posons 
1 
(x) = a P(x/t). 


Nous nous proposons d'étudier l’opérateur(1) I: f + f x®, de convolution 
par ®. La famille {J;}¢ejo,1) est appelée une approximation de l’identité. 
Théorème 6.8. 


(i) Si f est uniformément continue et bornée sur R”, alors fx, converge 
vers f uniformément : 


ue |f * (x) — f(x)| = 0. 


(ii) Si p € [1, +00] alors f x D, converge vers f dans LP(R"). 


Démonstration. (i) Fixons x € R” et € > 0. En utilisant 


(6.5) ix (y) w= f (y)dy = 1, 


(Ces opérateurs ont été introduits par Friedrichs [42] et sont aujourd’hui utilisés de 
façon systématique pour étudier les équations aux dérivées partielles. 
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nous pouvons écrire 
f(x) = & f(x): (y) dy, 
d’où 


Fraa) — fle) f BWE- a) FC) dy. 


Par continuité uniforme, il existe 6 > 0 tel que [f(x — y) — f(x)| < € si 
jy] < 6. On écrit f x P(x) — f(x) comme la somme de A; et By avec 


re ‘| &,(y)(f(e—y)—F(a)) dy, By = | &,(y)(F(a—y) — f(x) dy. 
PIRS 


ly|> 
On a alors directement que A; est majoré par € et que B; peut être majoré 
par 
B< alfe f Say 2/lee f ed 
lyl>ő ly|>o/t 

et on vérifie que le membre de droite tend vers 0 quand t tend vers 0 (il est 
nul pour t suffisamment grand). Ce qui conclut la démonstration du premier 
point. 

(ii) Considérons une fonction g continue 4 support compact. On décom- 
pose f x ®, — f sous la forme 


FREES TL SOK DER 
Alors, en utilisant l’inégalité de Young (avec p = 1 dans (6.1)), on trouve 
que 
IC = 9) * ®illteœ) < IIF — gll), 
donc 


|f * Be — Iron) < |lg * Pr — gliro R») + 2\| f — glzeçmr). 

Le second terme du membre de droite peut être rendu arbitrairement petit 
par densité de l’espace des fonctions continues à support compact dans 
L? (R”) (car p est fini). Il reste donc uniquement à montrer que le premier 
terme tend vers 0 pour toute fonction g continue à support compact. Soit g 
une telle fonction et notons K le compact K = supp g + B(0,1). On vérifie 
directement que g*®, est une fonction à support compact et que son support 
est inclus dans K. On peut alors écrire que 


1 
lg * De — gh coer) = 119 * Be — lire) < IKI? |g * Be — ollre) 


où |K] est la mesure de Lebesgue de K. En conséquence, nous pouvons ap- 
pliquer le résultat du point (i) pour obtenir que ||g * ®; — g||;,(x) converge 


vers 0. 


On en déduit deux résultats trés utiles. 


Corollaire 6.9. L’ensemble C§°(R”) des fonctions C® à support compact est 
dense dans LP(R") pour tout n > 1 et pour tout p € [1, +00]. 
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Démonstration. Considérons une fonction f € L?(R”) et une famille 
{®:}rejo,1; comme ci-dessus. Alors les fonctions ®; x f sont C% d’après 
la proposition 6.6. Considérons de plus une fonction 0 qui est C®, telle 
que 0 < 0 < 1, à support compact et qui vaut 1 sur la boule unité (une 
telle fonction est construite à la proposition 17.34). Notons 4% la fonction 
Ok(x) = 0(x/k). Alors 

lf — (Be * Aline < IS 0x fe + NRC — Be * Alco 
If — flr» + lf — Be * Flr. 


Le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand k tend vers +00 
par convergence dominée et le second terme tend vers 0 quand t tend vers 0 
d’après le théorème 6.8. 


< | 
< | 


Corollaire 6.10. Soit f € L} (R”) telle que 


loc 


(6.6) Vp € CP (R”), am F(y)e(y) dy = 0. 
Alors f =0. 


Démonstration. Nous suivons la démonstration de Friedrichs de ce résultat 
classique. Pour montrer que f = 0, il suffit de montrer que xf = 0 pour 
toute fonction x à support compact. Or yf € L1(IR") donc les fonctions 
®, x (xf) convergent vers yf dans L1(IR”) quand t tend vers 0 d’après le 
théoréme 6.8. Par définition du produit de convolution, on a 


(Be (xf) = | Xo) Fv) Bele — y) dy. 


Or Vhypothése (6.6) appliquée avec p(y) = x(y)®:(@ — y) entraîne que 
cette dernière intégrale est nulle pour tout t > 0 et pour tout x € R”. 
En conséquence, ®; x (yf) = 0 et en passant à la limite quand t tend vers 
0, on conclut que xf = 0. O 


6.3. Fonction maximale de Hardy-Littlewood 


Nous allons étudier la fonction maximale de Hardy-Littlewood(?). C’est 
un outil très utile qui va nous permettre d’étendre les résultats précédents 
sur le produit de convolution dans deux directions différentes : (i) étude de 
la convergence ponctuelle d’une approximation de l’unité et (ii) étude du 
produit de convolution par une fonction singulière de la forme 1/ ||" “, 


(2)Hardy et Littlewood sont deux mathématiciens anglais, professeurs à l’université de 
Cambridge durant la première moitié du vingtième siècle, dont la collaboration est à 
l’origine de nombreuses méthodes en analyse. Ils ont notamment introduit la fonction 
maximale en 1930 [57]. Pour une exposition détaillée des propriétés de la fonction maxi- 
male, nous renvoyons aux livres de Stein [130, 131] et Tao [136]. 
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avec 0 < a < n (qui sont singulières au sens où elles n’appartiennent à 
aucun espace de Lebesgue L?(R”)). 

Considérons une fonction localement intégrable f: R” — C. Par défini- 
tion, la fonction maximale de Hardy-Littlewood est la fonction Mf: R” > 
[0, +00] définie par 

1 
(6.7 MP) = sp aay flay}: 


Cette fonction intervient naturellement lorsqu'on démontre certaines inéga- 
lités ou lorsqu'on cherche à montrer certains résultats de passage à la limite. 

Pour les besoins de certaines démonstrations, il est peut-être utile de 
considérer des variantes, comme par exemple la fonction maximale décentrée 
définie par 


(M f)(x) = sup = 3 f(y) dy, 


où le supremum est pris sur toutes les boules contenant x (et pas uniquement 
celles qui sont centrées en x). On a directement 


(Mf)(x) < (Mf)(x). 
Réciproquement, pour toute boule B(z,6) contenant x, on a B(z,d) € 
B(x,26) donc, en utilisant la monotonie de l'intégrale, on vérifie que 


1 B(x,26) 1 a 
BG, ô) w Wldy < BH BE if om FOIA < (MACE) 


d’où l'inégalité 


(M f)(x) < 2"(M f)(2). 
On pourrait donc, pour ce qui va suivre, utiliser indifféremment lune ou 
lautre de ces fonctions maximales. Dans la suite, nous ne considérons que 
la fonction maximale M f donnée par (6.7). 
Nous allons nous intéresser à la continuité de l’opérateur M sur les espa- 
ces de Lebesgue. Pour commencer, notons qu’il n’est même pas évident que 
Mf soit mesurable (car on prend un supremum sur un ensemble non dé- 


nombrable). Néanmoins, on va pouvoir montrer directement un résultat plus 
fort. 


Proposition 6.11. Pour toute fonction f localement intégrable, la fonction 
maximale M f est semi-continue inférieurement et donc mesurable. 


Démonstration. Nous devons montrer que U, := {x € R” : (Mf)(x) > À} 
est ouvert pour tout À > 0. Soit x € Uy. Alors par définition de M f, il existe 


r > 0 tel que 
y)|dy > À. 
Ben (xr) 
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Par un argument immédiat de continuité, il existe r’ > r tel que 


id, y)| dy > À. 
(x,r [Bia r’)| T 


Soit z € R” avec € = ss petit, de sorte que B(x,r) C B(z,r +e) C 
B(x,r’). Par monotonie de Vintégrale, on en déduit que 


(Mf)(2) > Tr FA Ja olay 


he F(y)|dy > À, 
ee ar 1 


ce qui prouve que z € U, et donc que U, est un ensemble ouvert. 


Le résultat central est le théorème suivant. 


Théorème 6.12 (Hardy-Littlewood). 
(i) Pour tout f dans L'(R"), on a 


[M Flt; < 2-3" fire 


(ii) Pour tout p € ]1,+oo|, il existe une constante Cp (dépendant aussi 
de la dimension n) telle que 


|M fll p> < Cpllfllzr. 


Remarque 6.13. Il est important de noter que la norme Lt de Mf est finie 
si et seulement si f = 0. En effet, supposons que f est non nulle. Quitte 
à faire une translation et une dilatation, on peut supposer que l’intégrale 
de |f| sur B(0, 1) est strictement positive. Alors, pour tout x de norme plus 
grande que 1, on peut écrire 


1 1 
(M f)(x) > T AR |f(y)| dy > con |f(y)| dy. 


On en déduit que 
C 
(Mf)(x) 2 FLE 


ce qui prouve que M f ne peut pas appartenir à L!(R”). 


Démonstration. La démonstration du premier point repose sur le lemme de 
recouvrement suivant. 


Lemme 6.14 (Vitali). Soit E C R” un ensemble mesurable de mesure finie. 
Supposons que E est inclus dans la réunion d’une famille (Ba)aeA de boules 
ouvertes de R”. Alors il existe une famille finie (Ba)aes, J C À fini, de 
boules disjointes deux à deux et vérifiant 


U Bal > 27 


acd 


13-" |E]. 
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Démonstration. La théorie de la mesure assure qu’il existe un compact 
K C E dont la mesure |K| est supérieure à la moitié de celle de E. Par 
compacité, il existe un ensemble fini J; et une sous-famille {Ba}aer, de 
boules qui recouvrent K. Choisissons une boule, notée Bı, de rayon maxi- 
mal parmi les Ba avec a € 11. Puis considérons la sous-famille {Ba}aer, 
des boules B, avec a € J; qui n’intersectent pas Bı. Supposons que cette 
sous-famille est non vide. Notons Bə une boule de rayon maximal parmi 
les boules Ba avec a € I2. On procède comme cela par récurrence jusqu’à 
ce que l’algorithme se termine, et cela nous fournit une famille finie B;, 
1 < i < N, de boules. Considérons maintenant une boule B quelconque 
de la première famille {Ba }aer,. Soit cette boule fait partie de la collection 
{B; :1<i< N}, soit elle n’en fait pas partie et alors on peut considérer 
le plus petit indice ig tel que BM Bi, est non vide. Alors, par construction, 
le rayon de B;, est plus grand (au sens large) que celui de B. On en déduit 
que B est incluse dans la boule notée 3B;, qui est la boule de méme centre 
que B;, et de rayon égal à 3 fois celui de B;,. On peut alors écrire que 


<$ B< Di 


1 
5 EI < IKI < 


a€l: <| U,38 


Ce qui conclut la démonstration. 


Fixons maintenant À > 0 et considérons un ensemble mesurable FE de 
mesure finie contenu dans {M f > À}. Pour tout x appartenant à E, il existe 
une boule By = B(x,r;) contenant x telle que 


dy > À. 
ER v| 


Considérons la famille {B;}:er. D’après le lemme précédent, il existe une 
sous-famille finie {B,, : 1 < i < N} telle que 


E| <2- D . 
Ceci entraîne 


IEI < Do ein y)| dy. 


Comme les boules B,, sont age a ie disjointes, on peut majorer le 
membre de droite par 2:3"À- {| f||11. En prenant maintenant le supremum 
sur tous les ensembles mesurables E de mesure finie inclus dans {|M f| > A}, 
on en déduit que 

AMF] > AH < 2-3" Flas, 


ce qui conclut la démonstration du point (i). 
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Il reste à démontrer l’énoncé (ii). Notons que le résultat voulu est tri- 
vial dans le cas p = +00 car on vérifie directement que [M fl. < || fllre. 
Le cas p € ]1, +o00[ s’en déduit grâce au théorème d’interpolation de Marcin- 
kiewicz (voir le théorème 18.12 dans l’appendice 18). On fera attention au 
fait que l'application fH Mf n’est pas linéaire, mais on peut quand même 
appliquer le théorème de Marcinkiewicz car, comme cela est expliqué dans 
sa démonstration, ce résultat d’interpolation est vrai pour les applications 
sous-additives, ce qui est le cas de M. 


6.4. Convergence simple d’une approximation de l’identité 


Nous avons étudié les approximations de l'identité à la section 6.2. Nous 
allons maintenant changer de point de vue et étudier la question de la 
convergence simple. Rappelons qu’on ne peut pas déduire la convergence 
simple de la convergence en norme L? (on peut seulement en déduire qu’une 
suite extraite converge presque partout) ; voir l'exercice 18.1. 

Rappelons les notations introduites au paragraphe 6.2. Nous fixons une 
fonction ®: R” — [0,+co[ intégrable et normalisée, de sorte que 


few dx = 1. 
On suppose de plus que ® est : 
— radiale : D(x) = (y) si |z| = ly; 
— décroissante : P(x) < (y) si |x| > |yl. 
On introduit ensuite 
1 
(x) = an P(2/t) où ¢€]0,1]. 


Le résultat principal de cette partie énonce que l’on a convergence de 
f * $lx) vers f(x) pour presque tout zx. 


Théorème 6.15. Soit P comme ci-dessus et soit f € L?(IR") pour un certain 
p € [1,co]. Alors, pour presque tout x € R”, on a 


lim f x (x) = f(x). 
t—0 
Démonstration. L'observation clé est fournie par le lemme suivant. 


Lemme 6.16. Soit ® comme ci-dessus et soit f € LP(R"). Pour presque tout 
xEeER”, ona 

(6.8) sup |f « &:(2)| < (MP). 

Démonstration. Comme |f x 4] < |f| * ®; et comme la fonction maximale 
M f est égale à M |f|, on peut supposer sans perte de généralité que f > 0. 
Rappelons que, par hypothèse, ® est une fonction radiale décroissante. Nous 


6.4. CONVERGENCE SIMPLE D’UNE APPROXIMATION DE D'IDENTITÉ 145 


allons alors raisonner par approximation et commencer par supposer qu’il 

existe des rayons pp et des nombres positifs ap, avec 1 < p < N, tels que 
N 

© = D}, 1 %1B(0,p,)- Alors 


fral) = ECOLE 7 pag OW 


d’où, par définition de la fonction maximale, 


f * ®(a) < MAE) a |B(a, top) = PL: (Mf) (x). 


P 


Pour une fonction quelconque ® appartenant à L!, radiale et décroissante, 
on peut trouver une suite de fonctions de la forme précédente qui converge 
vers ®. On utilise alors le théorème de convergence monotone pour passer 


à la limite dans l'inégalité précédente et obtenir le résultat désiré. 


Pour démontrer le théorème, nous allons utiliser un argument de densité 
en utilisant le fait que si f est une fonction uniformément continue et bornée, 
alors c’est une conséquence du premier point du théorème 6.8. Introduisons 


OCP) = limsup |f + Bile) — fa). 


On veut montrer que (f) est nulle presque partout. Pour cela, on va mon- 
trer que la mesure de l’ensemble {0(f) > e} est nulle pour tout € > 0. 
Remarquons que le premier point du théorème 6.8 implique que 6(g) = 0 
pour toute fonction g uniformément continue et bornée sur R”. On en dé- 
duit que 0(f) = 0(f — g). D'après l'inégalité triangulaire et le lemme 6.16, 
on a 

Af—9) <|f -gl +M(f- 9). 
Alors 

KOG — 9) > etl < HIF — gl > £/2 + {MF — 9) > £/2}l. 
Supposons que p = 1. Alors l'inégalité de Chebyshev rappelée au lemme 18.9 
implique que 
2 

tf — gl > €/23| < ZF — gllza 
et le théoréme 6.12 de Hardy-Littlewood sur la fonction maximale implique 
que 


HMS — 9) > eo < If - gli. 


On a donc, pour toute fonction g intégrable, continue et bornée, 


OCA) > Bl = HOG = 9) > eH < SIS - gliz- 


Or l’ensemble des fonctions uniformément continues et bornées est dense 


dans L! (car cet ensemble contient celui des fonctions continues à support 
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compact). Ceci implique que |{6(f) > e}| = 0. Si 1 < p < oo, on procède de 
même en utilisant que 


CETERE DIS - alle. 


et 
2? p p 2 p 
KMG = 9) > ef} < SIMU -= D, < RSI — ol. 
Enfin, pour p = oo, on se ramène au cas précédent en multipliant f 


par la fonction indicatrice de B(0,n). On montre alors que l’ensemble 
{x € B(0,n/2) : 0(f)(x) > 0} est de mesure nulle pour tout n, ce qui 
implique le résultat désiré. 


Le théorème précédent admet un corollaire très connu qui énonce que les 
moyennes locales de f sur des boules centrées en x convergent pour presque 
tout x vers f(x). 


Corollaire 6.17 (Théorème de différentiation de Lebesgue). 
Soit f € L1(R"). Alors, pour presque tout x € R”, on a 
1 


f(x) = lim Bb] ae f(y) dy. 


Démonstration. Pour 


1 
— 1 
(BOD) 


1 
fx Bi(x) = Bee f(y) dy. 


Le théorème de différentiation de Lebesgue est donc une conséquence du 
théorème précédent. 


= 


on a 


Comme exemple d’application, notons qu’en posant 


de) = qyr ex(-lel?/), 


on obtient le résultat suivant. 


Corollaire 6.18. Soit f € L'(R”) et soit t un nombre réel strictement positif. 
On définit la fonction uz par 


1 |x — yl? 
(6.9) ulr) = (ant)r/2 ye exp(- 44 )F@) da. 
Alors 


lim (2) = f(z), 


t—0+ 
pour presque tout x dans R”. 
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Remarque 6.19. 
(i) Pour interpréter ce résultat, commençons par noter que 
l —t|é|? ire À 
dé. 
ms fer ee fleyag 


Nous avons déjà étudié la question de la convergence de uz vers f dans 
la démonstration du théoréme d’inversion de Fourier. Nous avons montré 


(6.10) w(x) = 


que u, converge vers f dans L1(IR”) quand t tend vers 0. Cependant, comme 
nous l’avons rappelé, ceci n’implique pas la convergence presque partout. 

(ii) La fonction u(t, x) = w(x) définie par (6.9) est (formellement) solu- 
tion de l’équation de la chaleur 


Ou — Au = 0. 


Ce résultat donne un sens au fait que u est la solution de donnée initiale 
ule=o =f. 


6.5. Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev 


On appelle potentiels de Riesz les opérateurs Ia définis pour a > 0 par 


CODE f a 


Re |e — y" 

Notons que I, f(x) est bien définie pour tout a > 0 et toute fonction f à 
support compact. Pour le voir, on décompose le domaine d'intégration en 
deux parties : la boule de centre x et de rayon 1, B(x, 1), et son complémen- 
taire. Comme f est bornée, le fait que l’intégrale sur B(x, 1) est bien définie 
provient du critère de Riemann et de l’hypothèse a > 0. Sur le complémen- 
taire, il n’y a aucun problème d'intégration car l’intégrande est bornée et à 
support compact. 


Théorème 6.20. Soit n € N*. Considérons trois nombres réels (p,q, a) stric- 
tement positifs tels que 

1 1 a n 

sens, 1<p<—. 

p q n a 
Alors il existe une constante C = C(p,q,n,a) telle que, pour toute fonc- 
tion f dans C (R”), 

ofllne < Cle. 


Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que || f ||,» = 1. 

Nous allons utiliser une décomposition similaire à celle utilisée pour mon- 
trer que l’intégrale est bien définie. Mais ici, on va introduire un paramètre 
R > 0, que l’on fixera ultérieurement, pour décomposer l’intégrale en deux 
parties : 


Io(f)(#) = La, r(P)(x) + TXF), 
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avec 
a f(y) i= fy) 
Do I r RG) a need 


On peut écrire I, R( f)(x) comme le produit de convolution de f et de la 
fonction 


V(x) = 1g0,r) |2|" "- 
Notons y(R) la norme L! de Y et posons ® = Y/y(R). Alors on peut 
appliquer l'inégalité (6.8) avec t = 1, pour en déduire que 
Ha,r(P)(x)| < 9 (R)M(F)(x). 
En utilisant les coordonnées polaires, on calcule que 


R ,n—1 nm—1 
1®= f rent de ag = OT pa 
sm-1 Jo 


pee a 


Pour estimer 1#(f)(x), on procède autrement. On utilise directement 
l'inégalité de Hôlder pour écrire 


+00 1/p' 
KEDE < alle (fermenter) < cae 
R 


où l’on a utilisé l'hypothèse p < a/n. En rappelant que ||f||z2 = 1 et en 
combinant ce qui précéde, on arrive a 


Hal f)(2)| < CR°M(f)(x) + CR", 


On choisit alors R de sorte que R% M (f)(x) = R®=”/P, ce qui nous amène 
à la conclusion 


LEM E TP. 
Puis, par définition de q, il suit que 
Hal f)(£)|* < C(M(f)(2))?. 


Comme p > 1 par hypothèse, on peut appliquer le théorème 6.12 de Hardy- 
Littlewood et l'hypothèse || f||z2 = 1 pour déduire que 


Hallt < CIF = C- 


Ceci démontre le résultat voulu. 


6.6. Inégalités de Sobolev 


Un corollaire fondamental du théorème 6.20 de Hardy-Littlewood- 
Sobolev énonce que l’on peut estimer des normes L4 d’une fonction par des 
normes L? de ses dérivées. 


6.6. INÉGALITÉS DE SOBOLEV 149 


Théorème 6.21 (Injections de Sobolev). Soit n > 2 et soit p € ]1,n[. Définis- 


sons p* par 
1 1 1 


FD on 
Il existe une constante C telle que, pour toute fonction f € C§°(R”), 


free (any < CV flier) 


Démonstration. Nous verrons au chapitre 8 (cf. (8.6)) que, pour tout f € 
Ce (R"), 


o 1 f @=y)-VFW) , 
f(z) = [ST 1 Sign |x — yl” 
donc í 
I< (VA) 


(Une démonstration directe et élémentaire de cette inégalité est proposée à 
exercice 7.9.) Le résultat voulu est alors une conséquence du théorème 6.20 
de Hardy-Littlewood-Sobolev. 


Nous concluons ce chapitre avec un résultat qui étend le théorème 6.21 


au cas de dérivées fractionnaires(3). 


Théorème 6.22 (Injections de Sobolev fractionnaires). 
Considérons un entier n > 1 et deux nombres réels s € ]0,1[ et p € 
]0,n/s|, puis posons 
x np 
Pi : 
n— sp 
Il existe une constante C telle que, pour toute fonction f dans la classe de 
Schwartz S (R”) et tout x dans R”, on a 
= f(x) — FU) 
FP <ie [LEE du 


je = yn 


1/ 
lfl < ove ff OTE war) 
ae oe 


Démonstration. Nous noterons C plusieurs constantes différentes qui ne 


Il suit que 


dépendent que de n et p et dont la valeur peut changer d’une ligne à l’autre. 
Nous commençons par vérifier que l'intégrale 


KORRO 
Lu 


(3)Nous ne définirons pas la notion de dérivée fractionnaire et renvoyons au livre de 
Ponce [117] où l’on trouve en particulier la démonstration du théorème 6.22 avec une 
remarque qui crédite Brezis pour le résultat et la démonstration. Une démonstration 
similaire est donnée par Brué et Nguyen dans [14] (voir aussi [15]). 
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est bien définie pour tout f dans .“(R”) et tout x dans R”. Pour cela, 
il suffit de tronquer l'intégrale en deux parties : l'intégrale sur B(x,1) et 
celle sur R” x B(x,1). Sur B(x,1), nous utilisons l'estimation 


f(z) — f) < Kle- yl avec K= sup (VF), 


et sur R” \ B(x, 1) on écrit | f(x) — f(y)| < 2sup|f. 
Fixons maintenant x € R” et un nombre réel t > 0. Notons @ la couronne 


G = B(x,2t) — B(x,t) = {y E R” : t < |y — x| < 2t}, 


et |@,| sa mesure de Lebesgue. Alors 


FO er fe 


< A AU y) — fæ) +I)” a 


Comme 
ja + b|” < (2max{lal, |b]})? < 2 (la|? + |d|?), 
nous en déduisons que 


p 2P = p 2 p 
f(z) < Al Je If) — f(x) a+ pa JL. IF) dy. 


Notons que p* > p par définition de p*. On peut alors appliquer l'inégalité 
de Hölder ||uv||zı < llull zr 


ra f, Mon evs ray (ff re way)” (La) 7. 


Notons que Ke ~ t”. On en déduit qu’il existe une constante C telle que 


1 Sp—n 
af OP dy < cls. er. 
(El Je, 
Par conséquent, il existe C telle que 


FCP < OEP Mlle + paj J, O-O ay. 


Full pe avec r = p* /p, pour obtenir 


En utilisant à nouveau |6| ~ t” et le fait que sur @ nous avons t ~ 
|y — x|, il suit que 


— f(x)? 
[EP ere" Fl + cer | lf) = Fla) d 
Rre 


ly — |” P* 


Nous choisissons ensuite t tel que 


re psp—n =o | If(y) — fa) d 


goa 


et on en déduit l'inégalité désirée. 
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6.7. Formule de reconstruction de Calderón et ondelettes 


Considérons un signal f = f(t), c’est-à-dire une fonction f: R > C 
dépendant du temps t. La théorie du signal vise à en extraire les infor- 
mations pertinentes, dont la nature et l’origine peuvent être très diverses 
suivant les phénomènes considérés. L'analyse de Fourier permet une analyse 
des fréquences contenues dans ce signal. Par exemple, si le signal f corres- 
pond à l’enregistrement d’un morceau de musique, on pourra retrouver les 
notes qu'il contient en regardant sa transformée de Fourier. Néanmoins, la 
décomposition de Fourier ne permet pas d’analyser un signal simultanément 
en fréquence et en temps. Cela veut dire que l’on ne pourra pas dire quelle 
note a été jouée en premier. Plusieurs autres décompositions d’un signal ont 
été introduites pour résoudre ce problème, notamment par Alfred Haar [51] 
et Denis Gabor [43] (nous verrons au chapitre 9 une utilisation de la trans- 
formation de Gabor, aussi connue sous le nom de transformation en paquets 
d'ondes). La décomposition en ondelettes est relativement récente : elle a été 
introduite indépendamment par Alberto Calderôn [16] en 1964 et par Alex 
Grossmann et Jean Morlet [50] en 1984. Le lien entre les travaux théoriques 
de Calderón et ceux de Grossmann et Morlet a été fait par Yves Meyer, qui 
a obtenu en 2017 le prix Abel « pour son rôle central dans le développe- 
ment de la théorie mathématique des ondelettes » selon la citation même 
du jury (voir le texte de Stéphane Jaffard [68]). Par souci de simplicité, 
nous nous bornerons à présenter la transformation en ondelettes continue 
(par opposition à une transformation discrète), pour des fonctions régulières 
(afin de garantir que les intégrales sont bien définies) et en dimension un 
(pour simplifier les notations). 


Définition 6.23. 


(i) On appelle ondelette une fonction y € .7{(R) à valeurs réelles et de 
moyenne nulle. 

(ii) Étant donnée une ondelette Y € .7(R) et s > 0, on introduit les 
fonctions : 


de (D = (t/s), Da) = pelt). 


(iii) Soit f € A(R). On note W f(u, s) les coefficients de la transforma- 
tion en ondelettes définis par 


Wf(u,s) = f *ds(u >= [10 ((t—u)/s)dt avec s>0etueR. 


Remarque 6.24. 
(i) Pour tout s > 0, ona 


lvli = lllz; YE) = Vs (sé). 
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Par ailleurs, en utilisant le fait que Ys est à valeurs réelles, on vérifie direc- 
tement que 


(6.11) Ds (E) = Vs (sé). 
(ii) Le nom ondelette provient du fait que le graphe d’une fonction régu- 
lière, à décroissance rapide et de moyenne nulle, fait penser à une onde. 


La décomposition en ondelettes est particulièrement adaptée pour étu- 
dier la régularité d’un signal. En guise d'illustration, nous allons montrer 
comment étudier la régularité de la fonction de Weierstrass. Cette fonction 
fut le premier exemple trouvé d’une fonction qui est continue partout, mais 
dérivable nulle part. Il s’agit en fait d’une famille de fonctions fap: R —> R 
dépendant de deux paramètres a € U 1[ et b > 0, définies par : 


faalt) -Fa cos( (bt) 


La fonction fa,» est bien définie et continue pour tout a€]0,1[ et tout b>0 
(par convergence normale). Weierstrass a montré qu’elle n’est dérivable nulle 
part dès que b est un entier impair vérifiant ab > 1+3/27. Hardy [56] a plus 
tard démontré qu’il suffit de supposer que ab > 1, avec une démonstration 
assez difficile. Nous allons donner une démonstration directe du résultat de 
Hardy, due à Pierre-Gilles Lemarié-Rieusset [90], qui utilise uniquement la 
notion de transformation en ondelettes. 


Théorème 6.25 (Hardy). Considérons deux nombres réels positifs a,b tels 
que a € ]0,1[ et ab > 1. Alors la fonction de Weierstrass fast) = 
N a! cos(b*t) est continue en tout point, mais dérivable nulle part. 


Démonstration. Nous suivons la démonstration de“ [90]. Soit g € L'(R). 
Par définition de la transformée de Fourier, on a 
1 ; ; ds 2 
J osoo ax = 5 f (E +e) g(t) at = 5 GU) + 51-19), 
R R 
donc, par convergence uniforme, 


+00 
[ 10a) a= 55 0 (Ge) +804). 


k=1 
Nous allons appliquer cette identité aux fonctions gs u(t) = Ys(t — u), dont 
les transformées de Fourier sont données par 


Fon È) = Wo(E)e = Vsb(sé)e” 


(4) La démonstration dans [90] utilise des conventions qui la rende encore plus simple et 
naturelle. Nous préférons ici conserver les notations utilisées dans la définition 6.23 pour 
ne pas créer de confusions. 
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En conséquence, 
f(u,s) = [10 Js u(t) dt = aval a w(sb*) Jen + G(s)". 


Puis, en choisissant l’échelle s = b7? avec p € N*, ona 
P/A EO i To A | 
IU SO Pye + GIP) CHOY), 


k=1 


W f(u, bP) > 


Maintenant, nous allons appliquer cette formule pour une fonction # bien 
choisie, telle que sa transformée de Fourier Y — Ÿ est supportée dans une 
couronne de la forme {£ ER : a <S |E| < 8} où les nombres a et 8 sont tels 
que 
0<a<1<B< ab. 

Notons que les conditions ab > 1 et a € ]0,1[ impliquent que b > 1, ce qui 
garantit l'existence d’un couple (a, B) vérifiant les conditions précédentes. 
De plus, on a 8 < ab < b! pour tout £ > 1. En conséquence, Y(b°) = 0 dès 
que l Æ 0 et on conclut que 


6.12) W Flu?) = San (une de v(e). 


Nous allons maintenant calculer W f(b~”, u) par une autre manière. Sup- 
posons par l’absurde que f est différentiable au point to, de sorte que l’on 
peut écrire f(to +h) = f(to) + f'(to)h + he(h) où € est de limite nulle à 
Vorigine (et de plus € est bornée sur R puisque f est bornée). Par hypothèse 
sur le support de Ÿ, ona 


[vo dt = Y(0) = 0, [wma=wo) =0, 
R R 


ce qui entraine 
X 1 : 
WG) = fF) Taw (CE to) 0) at 

= ppl? I FJD (b?t — bio) dt 
R 

=o)? | F (to + b-Pt') W(t") dt! 
R 

= b78P/2 | e(b7P dt. 
[corrovmat 


Le théoréme de convergence dominée implique alors que 
(6.13) W f (to, bP) = o(b- 2/2). 


En combinant (6.12) appliquée au point u = to et (6.13), on obtient 
lim,_,+ a?b? = 0, ce qui contredit l’hypothèse ab > 1. Ce qui termine la 
démonstration. 
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Comme la démonstration précédente l’a bien illustré, la décomposition 
en ondelettes est un outil très puissant, tant pour l’analyse harmonique 
théorique que pour les applications). Nous allons uniquement démontrer 
deux résultats élémentaires qui sont à l’origine de cette théorie. 


Proposition 6.26. Considérons une ondelette Yy € F(R). Alors 
+00 
Cy = 1 Wol Ë dé < +00 
0 € 


et, pour tout f € F(R), 


fire J|’ dt = af [wrna S. 


Démonstration. Comme #4 € .7(R), on a # € A(R) (voir la proposi- 
tion 5.8). On en déduit Y € L?(R), donc LICE |’ Ede < +00. 
Par ailleurs, comme #(0 = fp v(t) dt = 0 et comme ~ est de classe C}, 
on a Jae )| < K€ pour é € 7 1], ce qui implique évidemment que 


Jo PE)" /E dé < +00. On en déduit que Cy < +00. 
Notons W f(-,s) la fonction W f(-, s): u => W f(u, s). Pour tout s > 0, 
l'identité (6.11) entraîne que 


WHC AE) = ROTE = FES HE): 
Alors, Videntité (5.8) de Plancherel implique que 


IWC 9a = gz [RO Vs Ge) ae 


En observant que 


a ad HO Gis ad too. 2 do 
[Vator $= [peor S = [oP EC 


puis en utilisant le théorème de Fubini (pour des fonctions à valeurs posi- 
tives) et l’identité (5.8) de Plancherel à nouveau, on obtient 


[ [wir ae ie LE 


= [Fe J| de = Cullis, 


ce qui termine la démonstration. 


(5)Nous renvoyons au très bel article d’Yves Meyer [102], et notamment à la section 11 
qui contient une autre application des ondelettes à l’étude de la différentiabilité d’une 
série introduite par Riemann, question qui avait inspiré Weierstrass. 

(6) Nous renvoyons le lecteur aux livres de Kahane et Lemarié-Rieusset [76], Mallat [96] 
et Meyer [100] pour la théorie générale. 
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Nous allons en déduire une formule de reconstruction de f à partir de sa 
transformée en ondelettes(?). 


Théorème 6.27 (formule de reconstruction de Calderén). 
Considérons une ondelette y € F(R). Alors, pour tout f € A(R), 


E ds 1 Lt 1 ds 
faa fo tien gaa [Wegt 


au sens où les fonctions {Se p}o<e<p définies par 


S 


P o o d 
S= f ire E 
E 
convergent vers f dans L? (R) quand £e tend vers 0 et p vers +00. 


Démonstration. Pour tout t > 0, la fonction s +> f * Us * s(t) est continue 
et donc Se p(t) et bien définie. Par ailleurs, il suit du théorème de Young 
que, pour tout s > 0, la fonction f * Ws * Ws appartient à L7(R). De plus, 
en utilisant des identités déjà vues dans la démonstration de la proposition 
précédente, nous avons successivement 


a 
= LT 


F(f * Ds * DAE = fds (EP = FE) D (SE) 


|’ 
et 


TO= f Rotot E -Roli fort). 


ce qui implique le résultat de convergence voulu, d’après le théorème de 


convergence dominée et l’identité (5.8) de Plancherel. 


(7) Le fait qu’une telle formule se doit d’exister se comprend bien d’un point de vue formel. 
En effet, nous venons de voir que l’application f œ> Wf est une isométrie au sens où 


IFI L2 Rat) = [W F|| L2 RxR} ;du as/s2) $ 


En utilisant une identité de polarisation, on en déduit que 


(9, F) L2 (;at) = (W9, W F) L2(RxR4 idu as/s2) = (9, WW f) L2(R;at)> 


et donc (formellement) f = W*W f. Notons que le même principe s’applique pour toutes 
les décompositions qui sont des isométries entre deux espaces de type L? (X; du). En 
particulier, cette observation s’applique pour la transformation de Fourier et permet 
d’obtenir la formule d’inversion de Fourier à partir de l'identité (5.8) de Plancherel (notons 
qu’au chapitre 5 nous avons fait l’inverse : nous avons démontré l’identité de Plancherel 
après avoir démontré la formule d’inversion de Fourier). Ce principe s’applique aussi pour 
la transformation en paquets d’ondes que nous introduirons plus tard au lemme 9.9. 
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6.8. Théorème taubérien de Wiener 


Considérons deux fonctions f et h dans L!(R") avec n > 1 quelconque. 
On s'intéresse à l'équation fonctionnelle f x g = h d’inconnue g € L!(R”). 
Cette équation n’admet pas de solution exacte en général mais un théorème 
important de Wiener [148] montre qu’elle admet des solutions approchées 
dès que la transformée de Fourier de f ne s’annule pas. Rappelons que l’on 
note f= F f la transformée de Fourier d’une fonction f € L!(R"), définie 


par F(E) = fon e7 Ef (2) dr. 


Théorème 6.28 (Wiener). Soit f € L'(IR”) telle que FE) # 0 pour tout 
Ee R”. Pour tout h € L1(R") et pour tout e > 0, il existe g € L! (R”) telle 
que 


(6.14) If * g- hlr <e. 


Démonstration. Introduisons le sous-espace 47 de C? (R”) défini par # = 
F (L! (R”)). D’après le résultat d’injectivité de la transformation de Fourier 
(voir le corollaire 5.14), pour tout U € &%, il existe un unique u € L!(R”) 
tel que U = &. On peut donc définir une norme sur en posant 
leg = llull. 

Comme la transformation de Fourier FY est une isométrie et une bijection 
de L'(R”) sur &, on obtient que (2, ||:||,,) est un espace de Banach. 

Vérifions ensuite que & est une algèbre, c’est-à-dire montrons que & est 
stable par multiplication. Considérons deux fonctions U € &% et V € &. 
Alors il existe deux fonctions intégrables u,v dans L!(R”) telles que U = à 
et V = ©. La proposition 6.3 implique que le produit de convolution u * v 
appartient à L'(R”), vérifie ||u*v|pi < [ulrillvllr: et, de plus, UV = 
uv = F(u xv). On en déduit que le produit UV appartient à «7 avec de 
plus l'estimation 
(6.15) UV lla S lUl Vlla 


Considérons maintenant deux fonctions f € L!(R") et h € L'(R”). 
On souhaite montrer que pour tout € > 0, il existe g € L'(R”) telle que 


(6.16) lf * g- Alu <€. 


La discussion qui précède permet de reformuler ceci de la façon équivalente 


suivante : nous voulons montrer qu’il existe G € & telle que 
IFG-H|,<e ù F=f, H=h. 


On obtiendra alors (6.16) avec l’unique fonction g € L'(R") telle que G = J. 

Nous avons réduit la démonstration du théorème de Wiener à montrer 
que l’ensemble F7 est dense dans 7, dès que F € & est une fonction qui 
ne s’annule pas. Ce qui est l’objet du lemme suivant. 
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Lemme 6.29. Soit f € L\(R") telle que FE) # 0 pour tout € € R”. Posons 
P= F. Alors, 

(1) CR") CZ et CE (R”) est dense dans  ; 

(2) C§°(R") C Fa. 


Démonstration 


Étape 1 : CX (R”) C &. Soit F € CQ (R”). Alors F appartient à la classe 
de Schwartz .7(R"). Or la transformation de Fourier est un isomorphisme 
de .Y(R”) dans .7(R") (voir le corollaire 5.12), donc il existe f € Z (R”) 
telle que F = f. Comme .7(R”) C L! (R”), ceci prouve F € Z. 


Étape 2 : densité de C5°(IR") dans 7. Considérons maintenant une forme 
linéaire continue u: 4 + C. Comme F: L'(R") + & est continue (par 
définition de la norme ||-||,,), on en déduit que u o F: L'(R") > C est 
une forme linéaire continue. D’après un résultat classique sur la dualité des 
espaces de Lebesgue (voir le théorème 3.29), ceci implique qu’il existe une 
fonction g € L®(R”) telle que 


Vy € L'(R”), noz) = | ge dx. 
Rr” 


On en déduit que 


VF Ed, u(F) = gF\(F) dx. 
Supposons que u s’annule sur C$°(R”). Considérons une fonction ® € 
CS (R”) non nulle et posons ¢ = ¥~'(®) (alors ¢ # 0). Considérons la 
fonction ®,4(€) = eS O(€ + b). Alors Pap € CR(R") et FD, p) (£) = 


ea be a 4(q +a). Par conséquent, en écrivant que u(®,5) = 0, on obtient 
V(a,b) € R” x R”, ri g(x)e-%@(a + x) dx = 0. 
Rre 


Notons que la fonction x + g(x)p(a + x) appartient à L! (R”). L'identité 
précédente implique que la transformée de Fourier de cette fonction est 
nulle, et donc cette fonction est nulle d’après le théorème d’injectivité de 
la transformation de Fourier (voir le corollaire 5.14). Ceci veut dire que 
pour presque tout x € R”, et pour tout a € R”, on a g(x)(a + x) = 0. 
Or ¢@ € A(R”) est non nulle, donc, évidemment, pour tout x € R”, il existe 
a € R” tel que (a + x) Æ 0 et on en déduit que g(x) = 0, d’où u = 0. 
Cela démontre bien que C§°(R”) est dense dans æ par le corollaire 3.25 du 
théorème de Hahn-Banach. 


Étape 3 : un lemme technique. Considérons deux fonctions F € & et G € 
C§°(R”) et un nombre réel € € ]0, 1]. Montrons que les fonctions F; définies 


par F.(€) = (F(€) — F(0))G(E/e) 


convergent vers 0 dans & quand € tend vers 0. 


158 CHAPITRE 6. CONVOLUTION 


Soit g € L'(IR”) telle que G = F (g). Alors £ 4 G(E/e) est la transformée 
de Fourier de z + e"g(ex). Donc Fz = F (hz) où 


hele) = f x gela) (f Fav) gle) 


= f ole -00 dy — (J tav) 


= f (olele - v) - alex) Fu) dv. 
Alors 
Jet de < ff lotu- eu) — ao fO) aya 
qui tend vers 0 par le théorème de convergence dominée. 


Étape 4 : le cas de fonctions localisées dans des boules de rayons suffi- 
samment petits. Soit € € ]0,1]. Considérons maintenant une fonction Ÿ € 
C§°(R”) égale à 1 sur la boule B(0, 1) et nulle en dehors de B(0,2). Nous 
allons montrer que, si € est assez petit, alors U(-/e) € FÆ. 

Notons que si V(£/E) Æ 0, alors U(€/2e) = 1. En conséquence, on vérifie 
que 


(s/e) _ GO) _ VG/Ee) 1 


F(E) F0) (1 M Hepa ra FO) FO) Le Rete) 


_ Y(6/2:)(F(6) — F(0)) 
F(0) | 


où 


Re(§) 


Par ailleurs, le résultat technique démontré à l’étape précédente entraîne 
que la fonction Re tend vers 0 dans quand € tend vers 0. En particulier, 
pour € < £o assez petit, on a ||Rel| y < 1. Comme & est une algèbre de 
Banach, on en déduit que la série 54 %(—1)*RE converge normalement 
(et donc converge) vers la fonction 1/(1+ Re) et que cette dernière fonction 
appartient à 4. Comme W(-/e) € CE (R”) C & (d’après la première étape), 
en utilisant le fait que 7 est une algèbre, nous avons donc démontré que 
We). (JE) 1 


1 = d'A Cd. 
Ga F F(0) 1+ R- a 


En particulier, en multipliant les deux membres de (6.17) par F, on en 
déduit que 
(6.18) W(-/e) € Fa. 


Étape 5 : conclusion. Considérons maintenant une fonction H € C&(R") 
et notons K = supp H qui est compact par hypothèse. Pour tout € > 0, 
il existe N € N et une collection {Be}i<ecn de boules de rayon € telles 
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que K C Uice<n By. La proposition 17.35 entraîne qu’il existe une parti- 
tion de l’unité subordonnée à ce recouvrement, c’est-à-dire N fonctions Çe, 
1 <L < N,C® et telles que supp Ce C By avec de plus la propriété : 


N 
VEEK, > G(E)=1. 

£=1 
On peut alors décomposer H sous la forme d’une somme H = H,+---+Hyn 
avec He = QH. Pour tout £, la fonction Çe appartient à C&(R") et donc 
à & d’après le résultat montré à la première étape. Alors Hy € «# comme 
produit de deux éléments de 7. Par ailleurs, comme les fonctions H, sont 
à support dans des boules de rayons €, on a He(€) = Y((É — &¢)/e) Hel) 
pour un certain & € R”. Maintenant, observons que Y((: — &)/e) € Fa 
(le résultat précédent (6.18) est bien sûr invariant par translation par és). 
En combinant ce qui précède, on conclut que 


HE FA. A CFA. 


Donc la somme H = H, +---+ Hy appartient aussi à Fe. 


D'après le raisonnement expliqué avant l’énoncé du lemme précédent, 
ceci termine la démonstration du théorème de Wiener. 


Le théorème taubérien de Wiener que nous venons de démontrer est 
relié au théorème de Wiener démontré à la section 4.5. Pour les liens entre 
ces énoncés, nous renvoyons à l’article original de Wiener [148] ainsi qu’à 
Gärding [45, Section 5] et Kahane [71]. Une autre formulation classique 
(voir le chapitre 9 du livre de Rudin [124]) concerne la densité de sous- 
espaces vectoriels engendrés par les translatées de fonctions de L+. 


6.9. Exercices 


Exercice 6.1. 

(1) Soient f € L!(R) et g € L® (R). Montrer que f x g est une fonction 
continue et bornée. On pourra admettre que l’espace des fonctions continues 
et à support compact Co(R") est dense dans L1(R"). 

(2) Considérons un ensemble A C [0,1] de mesure de Lebesgue |A| > 0. 
Notons f la fonction indicatrice de A et posons g(x) = f(—x). Montrer que 
f*g(0) > 0 et en déduire que l’ensemble À — A contient un intervalle ouvert. 


Exercice 6.2 (Lemme de Friedrichs). Considérons une fonction p: R > R+, 
C® à support compact et telle que ies p(x) dx = 1. Pour tout € > 0, on 
pose 
1 
pela) = <(e/e) 


et on note J, l’opérateur défini par Jeu = pe * u. 
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(1) Démontrer proprement que, pour tout u dans L?(R), on a Jeu € 
C@ (R). Rappeler l’énoncé général qui implique que, pour tout u dans L?(R), 
Jeu converge vers u dans L?(R) quand € tend vers 0. 

(2) Considérons une fonction a: R — R qui est de classe C', bornée 
et dont la dérivée est bornée. On note L l’opérateur différentiel défini par 
Lu = au’ où wu’ est la dérivée de u. Montrer que L est continu de H!(R) 
dans L?(R). 

(3) On note [J-, L] le commutateur défini par 

[J-, Llu = J-(Lu) — L(J-u) = pe * (au’) — a(pe * u)’. 


Montrer que pour tout u € C%(R), [J-,L]u converge vers 0 dans L?(R) 
quand € > 0. 
(4) Notons p} la dérivée de la fonction pe. Vérifier que pour tout u € 


CR), 
(Je, Lux) = f ple y)(aly) — alaju) dy — | pee —u)al(y)uty) du 
puis montrer que 
pac — y)(a(y) — a(x))u'(y) ay < C (|xp-| * ul). 
(5) En déduire qu’il existe une constante C telle que, pour tout u€ C4(R), 


Le, Llullze < Cllullze. 


Puis en déduire que [J-, L] s’étend en un opérateur linéaire continu sur 
L?(R) à valeurs dans L?(R) et que, [J-, L]u tend vers 0 quand € — 0 pour 
tout u dans L?(R). 


CHAPITRE 7 


ESPACES DE SOBOLEV 


Nous allons nous intéresser à des espaces fonctionnels introduits(!) en 
1935 par Sobolev, et qui jouent depuis, un rôle absolument central dans 
l'étude des équations aux dérivées partielles. 


7.1. Introduction 


Considérons deux fonctions u: [a,b] + R et ¢: [a,b] > R de classe C1. 
La formule d’intégration par parties s’écrit 
b 


b 
| ui (@)6(2) de = u(0)9(0) — u(a)d(a) — f Uae, 


a 


Si le support de ¢ est contenu dans un compact de l'intervalle ouvert Ja, bf, 
alors (a) = 0 et p(b) = 0, de sorte que 


f i u!(x)b(x) dx = — f te de. 


Rappelons maintenant le résultat suivant. 


(D À la fin des années trente et au début des années quarante, Sergueï Sobolev, Jean 
Leray et Laurent Schwartz ont compris qu’il était nécessaire de généraliser la notion de 
dérivée, et d'introduire des espaces adaptés à ces nouvelles définitions, afin de pouvoir 
résoudre des équations aux dérivées partielles. Sobolev s’intéressait aux équations hyper- 
boliques et Leray, dans son article fondamental [91], donnait une définition implicite de 
l’espace H!, utilisé pour étudier les solutions dites turbulentes de l’équation de Navier- 
Stokes. Schwartz fut le premier français à obtenir la médaille Fields pour sa théorie des 
distributions qui généralise la notion de dérivée au sens faible introduite par Sobolev et 
Leray [127]. Les liens entre les travaux de Sobolev et ceux de Leray et Schwartz, et plus 
généralement les liens profonds qui unissaient les écoles russe et française de mathéma- 
tiques dans l’entre-deux-guerres, grâce notamment à Jacques Hadamard, sont expliqués 
par Jean-Michel Kantor (voir [77]). 
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Lemme 7.1. Soit (a,b) € [—00, 00]? 


L’ (ja, b[) vérifie 


et soit p tel que 1 S p S œ. Si f € 


b 
Vó € CE (Ja, b|), f f(æ)é(æ) de =0, 


alors f est la fonction nulle. 


Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 6.10. 


On déduit de ce lemme et du calcul qui le précède que la dérivée u’ est 
Tunique fonction v: [a,b] > R telle que 


b b 
Vo € CG° (Ja, bf), | v(x)d(x) dx = - u(x)! (x) dx. 


Notons alors que les deux membres de cette identité sont bien définis pour 
toutes les fonctions u et v qui sont intégrables sur [a,b]. Cela suggère de 
considérer une généralisation de la notion de dérivation. 


Définition 7.2. Soit p € [1,co] et soit J C R un intervalle ouvert. On dit 
qu’une fonction u € L?(I) admet une dérivée au sens faible dans L? (J) s’il 
existe v € L?(I) telle que 


Vee CS (I), frowa dx = - f uate) dz. 


pa I 


On note v =u’ (ou 0u/Ox ou Ou). 


Proposition 7.3. Toute fonction u de classe C! sur un intervalle compact 
[a, b] est dérivable au sens faible dans LP” (Ja, b|) pour tout p tel que 1<p<oo. 


Démonstration. C’est une conséquence de la discussion qui précède. 


Remarque 7.4. Insistons sur le fait qu’il faut supposer que u est de classe C! 
sur un intervalle compact. La fonction u(x) = 1/x par exemple est de 
classe C! sur ]0,1[ mais n’est pas dans L?(]0,1[), quelque soit p. Un autre 
exemple intéressant est celui de la fonction 71/3 qui est de classe C! sur 
]0, 1[, qui appartient à LP(]0,1[) si 1 < p < 3, mais dont la dérivée usuelle 
n'appartient à aucun espace LP (donc x 1/3 
faible dans L? sur ]0, 1[). 


n’est pas dérivable au sens 


Le résultat suivant garantit l’unicité de la dérivée au sens faible. 


Proposition 7.5. Soient p tel que 1 < p < œ, I un intervalle ouvert de R et 
u € LP(I). Siu admet une dérivée au sens faible dans LP(T), alors celle-ci 
est unique. 


Démonstration. C’est une conséquence du lemme 7.1. 
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Il existe des fonctions qui sont dérivables au sens faible sans être déri- 
vables au sens classique (voir l'exercice 7.1). Il y a des fonctions L! qui n’ont 
pas de dérivée au sens faible dans L'. Nous avons déjà vu l’exemple de la 
fonction x + x 1/3 sur ]0,1[; voir aussi l'exercice 7.2. 

On peut généraliser la définition précédente au cas de la dimension quel- 
conque. Supposons que 2 est un ouvert quelconque de R” et considérons une 
fonction u € C1(Q) (ce qui signifie qu’il existe un ouvert U qui contient Q 
et une fonction v € C'(U) telle que u = v|g). Considérons une fonction 
€ CF (NQ). L’analogue de la formule d'intégration par parties est donné 
par le théorème de la divergence (l'exercice corrigé 17.3 propose une dé- 
monstration de ce résultat classique). Ce théorème (2) S que 


ESCO a, Juge Naa =- for og, de. 


Définition 7.6. Soit Q un ouvert de R” et soit p un nombre réel dans [1, co]. 
On dit qu'une fonction u: Q — R qui appartient à L? (Q) admet une dérivée 
au sens faible dans L? (Q) par rapport à la variable xj, s’il existe v € L?(Q) 
telle que 


(7.1) Vo € CS (N), [vou = 


oes 
Ue ee 


On note v = 0u/Ox; ou O,,u ou simplement 

Si u est à valeurs complexes, on dit que u admet une dérivée au sens 
faible si sa partie réelle et sa partie imaginaire admettent des dérivées au 
sens faible. On définit de méme la dérivée au sens faible d’une fonction a 
valeurs dans R” ou C™. 

Par définition, l’espace de Sobolev W1? (Q) est l’ensemble des fonctions u 
(à valeurs dans R™ ou C™ avec m > 1) appartenant à LP(Q) et qui ad- 
mettent des dérivées au sens faible 0;u dans L?(Q) pour tout j tel que 
ISJ Sn. 


Remarque 7.7. 


(i) Si u admet une dérivée au sens faible dans L?(Q) par rapport à la 
variable x;, alors celle-ci est unique d’après le corollaire 6.10. 
(ii) Supposons que est un ouvert borné et que u € C1(Q). Nous avons 


déjà vu que 
VPE EEA o fus Po =- | 65 og, de 


(2) En général, pour appliquer le théorème de la divergence, il faut faire une hypothèse 
de régularité sur le bord de Q, mais ici nous n’en avons pas besoin car la fonction @ 
s’annule sur un voisinage du bord. Ce qui permet de remplacer dans le calcul l’ouvert Q 
par n’importe quel ouvert régulier Q’ tel que supp C 2’ CQ. 
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De plus, comme Q est un ouvert borné, la fonction 0,,;u qui est conti- 
nue sur 2 est bornée sur Q et donc Oz, u appartient à LP(Q) pour tout p 
dans [1, co]. On en déduit que u est dérivable au sens faible par rapport à x; 
et que sa dérivée faible est donnée par 0,,u. Par conséquent, pour tout ou- 
vert borné Q et tout p dans [1, œ], l’espace C'1(Q) est inclus dans W+? (Q). 
Pour les mêmes raisons, quelque soit l’ouvert Q inclus dans R”, l’espace 
Cg (Q) est inclus dans W!?(Q). Cependant, C1(Q) n’est pas inclus dans 
W'?(Q). En effet, C'(Q) n’est pas inclus dans L?(Q) comme nous l’avons 


déjà vu (penser par exemple à exp(x?) sur Q =R ou 1/ |z| sur Q = ]0, 1[). 


Dans l'identité (7.2), on dit que ¢ est une fonction test. Notons que dans 
la définition de la dérivée au sens faible on peut supposer que les fonctions 
tests appartiennent à Cj(Q) au lieu de C§°(Q). 


Proposition 7.8. Soit p € [1,+oo]. Considérons un entier 1 < j < n et deux 
fonctions u et vj dans L?(Q). Alors v; est la dérivée au sens faible de u par 
rapport à x; si et seulement si 


(7.2) Vo € Ci(Q), if vjġdr =— | dx. 
: | 


Démonstration. Notons que (7.2) implique trivialement (7.1). 

Réciproquement, supposons que (7.1) est vérifiée et considérons une fonc- 
tion 6 € C (Q). Introduisons une fonction © qui est C°°, à support compact, 
radiale, décroissante et d’intégrale 1 (voir (6.4)). Posons ®,(x) = t-"®(a/t) 
où t € [0,1]. Alors la proposition 6.6 implique que ®; « ¢ est une fonction 
C® à support compact et de plus son support est inclus dans 2 pour t assez 
petit. On peut utiliser (7.1) pour écrire 


(7.3) fu * D) dz = [se $) dx = if u( * a dz. 


J 


Or, comme ¢ € Cj(R”), le théorème 6.8 implique que ©; xd converge vers ġ 
dans L'(R")NL®(R”). On en déduit que l'intégrale fo v;($:+x$) dx converge 
vers Jo v;p dx. On procède de même pour étudier le membre de droite de 
(7.3) et on en déduit (7.2). 


Notation 7.9. On note H! (Q) l’espace de Sobolev W1? (Q). C’est l’ensemble 
des fonctions u € L? (Q) qui admettent des dérivées au sens faible 0;u dans 
L? (Q) pour tout j tel quel <j <n. 


Proposition 7.10. L'espace de Sobolev H! (NQ) est un espace de Hilbert pour 
le produit scalaire (-,-} défini par 


(u,v) := >> ip (ðu) (ðv) da + [ woe. 


l<i<n 
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On a donc (u,v) = (Vu, Vv) + (u,v) où, par abus de notations, on note de 
la même façon (-,-) le produit scalaire usuel sur L?(R") et sur L?(IR")”. 


Démonstration. Il est clair que (-,-) est un produit scalaire. Montrons que 
H1(Q) est complet pour la norme ||u|| = y (u, u). Soit (ux)gen une suite de 
H1(Q) qui est de Cauchy pour cette norme. Alors la suite 


(uk, dur, eke , On Ur) 


est de Cauchy dans L?(Q)"*!. Par complétude de L?(Q), cette suite 
converge vers (u,v1,...,v,) dans L?(Q)"*+. Fixons j tel que 1 < j < net 
considérons une fonction ¢ dans Cj(Q). Alors @ appartient à L?(Q) et par 
continuité du produit scalaire sur L?(Q) x L?(Q), en passant à la limite 


dans l’identité 
do 
[meas = - fus dz, 


on vérifie que u est dérivable au sens faible par rapport à la variable x; et 
que sa dérivée est donnée par vj. Alors (ux)ren converge vers u dans L?(Q) 
et (Oz, Uk)keN converge vers ôr, u dans L? (Q), ce qui démontre que (up)ke 

converge vers u dans H+ (Q). 


Proposition 7.11. Soit p € [1, +00]. L'espace de Sobolev W1:?(Q) est un 
espace de Banach pour la norme 


llullwie = lullze + D lulz. 


1<j<n 


Démonstration. La démonstration est analogue à celle de la proposi- 
tion 7.10. 


Dans la notation W1?(Q), l'indice 1 fait référence au fait que u admet 
des dérivées partielles au sens faible d’ordre 1 dans LP. On peut également 
définir des dérivées au sens faible d’ordre supérieur. Pour cela, on utilise une 
définition similaire à celle des espaces de fonctions C% : une fonction C* est 
une fonction Ct dont les dérivées sont des fonctions C*~!. 


Définition 7.12 (Espaces de Sobolev d’ordres supérieurs). 

Soit k € N* et soit p € [1,co]. On dit qu’une fonction u appartient à 
l'espace de Sobolev W*:?(Q) si u appartient à W1?(Q) et si les dérivées au 
sens faible LP de u appartiennent à WF-1P(Q). 

L'espace W®%P(Q) est l'intersection de tous ces espaces : 


WPN) = i w?(Q). 
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Proposition 7.13. Soit k € N* et soit p € [1, +00]. L'espace de Sobolev 
WL?(Q) est un espace de Banach pour la norme 


llulwee = D OS ul ze - 
lal<k 
De plus, C§°(R") est dense dans W*?(R") pour tout k > 1 et pour tout 
p € [1, +00]. 


Démonstration. La démonstration est analogue à celle de la proposi- 
tion 7.10. 


La notion de dérivée au sens faible permet de généraliser la notion de 
dérivée. De la même manière, on peut généraliser la notion de solution en 
introduisant une notion de solution faible grâce à la théorie des distributions. 
Un des objectifs de ce chapitre est justement de permettre une introduction 
à cette théorie. Pour cela, nous allons définir la notion de solution faible de 
léquation 


-^u =f. 
Rappelons que le laplacien A est défini par A = Ye, O%,- 


Définition 7.14 (Solution faible). Soient Q un ouvert de R” et f € Li.(Q). 
Une solution faible de l'équation —Au = f est une fonction u € H!(Q) 
vérifiant 


7.4 Yo e CHO 0;u)(0;) dx = da. 
(7.4) $ € CHO), D fiona) ae [ foa 
Remarque 7.15. 


(i) Soit Q un ouvert borné régulier de sorte que l’on peut appliquer le 
théorème de la divergence) : 


[av x ax = X -vdo, 
Q 0a 


pour tout champ de vecteurs X : Q — R” qui est de régularité C1(Q), où v 
désigne la normale unitaire sortante. Considérons f € C°(Q) et supposons 
que u € C?(Q) vérifie —Au = f au sens classique. Alors u est aussi une 
solution faible comme on va le vérifier à l’aide de la formule de la divergence. 
Pour cela, on utilise que ¢ s’annule sur le bord de Q pour écrire 


0 — pO,u do = J: div(¢Vu) dz. 
an Q 


(3) Voir l’exercice 17.3 et sa correction pour la notion d’ouvert régulier et pour le théoréme 
de la divergence. 
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Maintenant, on utilise la formule) 
div(fX)=Vf-X + fdivx, 
pour déduire que div(dVu) = Vo: Vu + Au. On conclut alors que 


| (Vo -Vu + pAu) dx = 0. 
Q 


Puis en utilisant —Au = f, nous obtenons l'équation (7.4). 

(ii) Il existe des solutions faibles qui ne sont pas C? et pour lesquelles 
Péquation —Au = f n’a pas de sens ponctuel. Par exemple, on vérifie (exer- 
cice) que la fonction u(x) = sign(æ)x? est une solution faible de 0?u = 
2sign(x) mais l’équation précédente n’a pas de sens ponctuellement en 
x = 0. 

(iii) On obtient une définition équivalente en remplaçant ¢ par @ dans 
(7.4). 

(iv) L’hypothése que f est localement intégrable est l’hypothèse mini- 
male pour donner un sens à Ja foder. 


7.2. Inégalité de Poincaré et problème de Poisson 


7.2.1. Inégalité de Poincaré. Nous avons étudié à la section 4.4 du cha- 
pitre 4 l'inégalité de Poincaré-Wirtinger. Cette inégalité permet de contrôler 
la norme L? d’une fonction périodique de moyenne nulle par la norme L? 
de son gradient. Une telle inégalité est clairement fausse pour les fonctions 
constantes. L'hypothèse que u est périodique et de moyenne nulle permet 
de « filtrer » les fonctions constantes. Considérons plus généralement une 
fonction u: Q — R où Q est un ouvert de R” avec n entier quelconque. Une 
façon de filtrer ces fonctions constantes consiste à supposer que u s’annule 
sur une partie de l’ouvert. Une difficulté est qu’il faut préciser dans quel 
sens la fonction s’annule sur le bord. Pour cela, nous allons considérer des 
fonctions qui sont limites de fonctions nulles sur un voisinage du bord. 


Définition 7.16. On définit l’espace HE (Q) comme l’adhérence de CH (N) 
dans H! (Q). 
Remarque 7.17. 

(i) En particulier, C§°(Q) est inclus dans H4 (Q) trivialement. On peut 
aussi montrer (par convolution) que C4 (Q) est inclus dans H4 (Q). 

(ii) L'espace C§°(IR”) est dense dans H!(R”) (c’est un cas particulier de 
la proposition suivante). En particulier, on a 

H'(R”) = HÀ (R”). 


()En effet, div(fX) = Dicjen On; (Xi) = Vig jen (Oe; f)Xi + Licjen £02;Xj = 
Vi-X+fdiv x. 
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Proposition 7.18. L'ensemble C§°(IR") est dense dans W!?(R") pour tout 
n > 1 et pour tout p € [1, +00]. 


Démonstration. La démonstration est parallèle à celle du corollaire 6.9 et 
nous utiliserons les notations qui y sont introduites. Posons Qk (f) = f — 
6;,(®; x f). Nous avons vu dans la démonstration du corollaire 6.9 que les 
fonctions Qk (f) sont C% et convergent vers 0 dans L? quand k tend vers 
+oo et t tend vers 0. Il suffit donc de démontrer que les dérivées au sens faible 
dx, Qk (f) convergent aussi vers 0. Pour cela, on commence par vérifier que 
Ox, (De * f) = D * Ox, f. Par ailleurs, l'inégalité || Ox, On; < C/n entraîne 
que 


2, Qr Pll = Ne; (F — On(Be * FY) I> 
C 
<S ||Ox; f — On( Di * Ov, Pll + a Pe + fll pp - 


Notons que le premier terme du membre de droite est égal à la norme LP 
de Qx.f(ôr,f), qui converge vers 0 d’après ce qui a été vu, car Oz, f 
appartient à L?. Pour estimer le second terme, on utilise l’inégalité de 
Young ||® * flle < ||®ellz: ||fllze et le fait que ||®;||,1 = 1. Il suit que 
|| Ox; Qrt(f)\l p> converge vers 0 quand k tend vers +00 et t tend vers 0. 


Théorème 7.19 (Inégalité de Poincaré). Supposons que Q est un ouvert de R” 
inclus dans la bande Z = {x = (x', £n) E R”! KR: |zn| < R}. Alors, pour 
tout u € H3(Q), on a 


(7.5) lullz2@) < 2R]Vullz2(0). 
Démonstration. Comme C§°(Q) est dense dans Hi (NQ) (par définition de 
HŁ(Q)) et comme les deux termes de l'inégalité (7.5) sont continus pour la 


norme ||: || y1, il suffit de démontrer (7.5) pour u € CF (N). 
Considérons une fonction u € C (Q). On commence par étendre u par 0 


sur R”, on pose : 
7 u(x) six €Q, 
u(x) = 
(2) 0 siz g (. 
La fonction ù appartient à C§°(IR”). De plus, suppu = suppu C Q et 
comme Q est inclus dans Z, on voit que u s’annule sur le bord 0& de cette 
bande. On peut alors écrire que 


U(r, En) = — (x',t)dt (£ = (£1, .--, RUE 


L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que 


EEE 4 ia) f | 
-R -R 


Orn 
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On en déduit trivialement que 


s Pi aù 2 
~y oy 2 1 
Ula’, £n)? < (fa) I, an rt) dt. 


Puis, en intégrant par rapport à la variable x’ sur R"~1, 


J ü(x',2n) da’ < ar f/f 
Rr-1 R 


En intégrant ensuite par rapport à la variable xn, il vient 
a 2 = 
// lù(z', £n)" dar’ day < (2R)? VA za- 
P 


Cela implique directement l'inégalité voulue (7.5). 


où 2 w 
zo| da’ dt < 2R |V?) - 


7.2.2. Application au problème de Poisson. Fixons un entier n > 1 et 
considérons un ouvert borné Q C R”. Considérons une fonction V € L®(Q), 
positive ou nulle, et une fonction f: Q — R. Le problème de Poisson consiste 
à étudier l’existence et l’unicité d’une solution u: Q — R des équations 
suivantes : 
—Au+Vu=f dans Q, ulsa = 0. 
On rappelle que le laplacien Au d’une fonction u est défini par 
” 8u 


ete 


Pour u et v appartenant à H+(Q), on introduit 


Ou Ov | 


Blu») = | (Vu: Vv + Vuv) dz où Vu-Vo= >> 
Z i=1 


C’est une application bilinéaire. La forme quadratique associée à B est ap- 
pelée l’énergie de u, elle est donnée par 


A [o + Vu?) de. 


C’est une quantité positive ou nulle car V > 0 par hypothèse et que l’on 
considère des fonctions à valeurs réelles. 


Lemme 7.20. La forme B est un produit scalaire sur H4(Q) et l'application 
ut E(u)!/? est une norme équivalente à la norme INFO 


Démonstration. Il est clair que B(-,-) est un produit scalaire. Comme Q 
est un ouvert borné par hypothèse, on peut appliquer l'inégalité de Poin- 
caré (7.5) qui implique que, pour tout u € Hg (Q), 
1 
1+ ||V hp 


équivalent au résultat voulu. 


E(u) < |lullin ay < C + C(Q)*)||Vullz2 < (1 + C(Q)*) E(u), 
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Définition 7.21. Soit f € L?(Q). Une fonction u € H!(Q) est une solution 
faible du problème de Dirichlet homogène 


—Au+Vu=f, uļəg = 0, 
si les deux propriétés suivantes sont vérifiées : 


(i) u est une solution faible de —Au + Vu = f au sens suivant : 


Vo € C(Q), [ (vu yo+ Vue) de =f fode. 


(ii) u € Hi (Q) (c’est le sens que nous donnons au fait que u s’annule sur 
le bord). 


Proposition 7.22. Soit V € L® (Q) une fonction positive ou nulle. Pour tout 
f € L?(Q), le problème de Poisson 


—Au+Vu=f, ulsn = 9, 
a une unique solution faible u € H4(Q). 


Démonstration. L’application 


pr (f, d)12 


est une forme linéaire continue sur L?(Q) et donc a fortiori une forme 
linéaire continue sur (H4(Q), Ile ça) puisque la norme ||-||;;1(q) domine 
la norme ||-|| 120). 

Posons ||ull a(o) = v B(u, u). Nous avons vu que c’est une norme équi- 
valente à la norme ||-||;71(q)- On en déduit deux choses. D’abord, l’appli- 
cation ¢ +> (f,@)r2 est une forme linéaire continue sur (H4(Q), Ilao) 
Et deuxiémement, l’espace Hi (Q) est un espace de Hilbert pour le produit 
scalaire B(-,-). On peut alors appliquer le théoréme 3.10 de représentation 
de Riesz-Fréchet pour en déduire l’existence et l’unicité d’un élément u de 
H4(Q) tel que B(u,v) = (f,v)z2 pour tout v € HE(Q). Comme C4(Q) c 
H} (Q), ceci démontre l'existence et l’unicité d’une solution faible. 


7.3. Espaces de Sobolev définis sur un ouvert quelconque 


Considérons un ouvert quelconque 2 de R”. Nous allons voir dans ce 
paragraphe quelques résultats techniques trés utiles pour étudier les espa- 
ces de Sobolev H'(Q). Nous commencerons par étudier la règle de Leibniz 
dans les espaces de Sobolev. Nous verrons ensuite un critére qui permet 
de montrer qu’une fonction appartient à H'(Q) et appliquerons ce critère 
pour démontrer un résultat de changement de variables dans les espaces de 
Sobolev. Nous utiliserons aussi ce critère pour montrer comment étendre un 
élément de H1(Q) en un élément de H!(R"). 
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Rappelons que, par définition, une fonction u € L?(Q) admet une dérivée 
au sens faible dans L?(Q) par rapport à la variable x; si il existe v; € L?(Q) 
telle que 


(7.6) Vb € CE (Q), f miiran ede 
À | 


On note v; = Ou/Ox; ou simplement ju. De plus, nous avons vu à la 
proposition 7.8 qu'il suffit de supposer que ¢ € C4(Q) dans (7.6). 


Proposition 7.23. Soit Q un ouvert de R”. Soient u € H!(Q) et v € CEQ) 
(l'indice b signifie que v et ses dérivées sont des fonctions bornées sur Q). 
Alors le produit uv appartient à H+(Q), les dérivées au sens faible vérifient 


(7.7) Oj(uv) = uðjv + (Oju)v, j—=1,...,n, 
et de plus 
(7.8) lol < iieo: 


où l’on a utilisé la notation 


lulls.) = sup |v(x)| + sup [Vu(x)|. 
ren LEQ 

Démonstration. Comme le produit d’une fonction f dans L°(Q) et d’une 
fonction g de L?(Q) appartient à L? (Q), on obtient que uv appartient à 
L? (Q) et que si (7.7) est vraie, alors on a l'estimation (7.8). Il suffit donc de 
montrer que uv a une dérivée au sens faible dans L?(Q) et que la relation 
(7.7) est vérifiée. Soit y € C (Q). Alors ¢ = vy appartient à C4 (Q) on peut 
appliquer (7.2) pour écrire 


[eave pes | te 


Q 


ce qui implique 
f (uðjv + (Oju)v) pda = -f uvO;p da. 
2 Q 


De plus, on vérifie que uðjv+(ðju)v est une fonction de L? (Q) (trivialement, 
car u et ju appartiennent à L?(Q) alors que v et 0;v appartiennent à 
L®(Q)). Alors, par définition de la dérivation au sens faible, on conclut que 
uv a une dérivée au sens faible dans L*(Q) par rapport à la variable zx; et 
que cette dérivée vérifie (7.7). 


Nous montrons ensuite un critère d’appartenance à H!(Q) qui est basé 
sur un argument de dualité. 
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Proposition 7.24. Soit Q un ouvert de R” et soit u € L?(Q). Alors u admet 
une dérivée au sens faible dans la direction x; si et seulement s’il existe une 
constante C > 0 telle que, pour tout d E€ CE (N), 


< Clll). 


(7.9) | | ud;6 dr 
Q 


Alors u € H'(Q) si seulement si le résultat précédent est vrai pour tout j 
tel que 1 < j Sn. 


Démonstration. Si u admet une dérivée au sens faible dans la direction +; 
alors il suit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de (7.2) que l’inégalité (7.9) 
est vérifiée avec C = |d;ul|;2 (a): Le point délicat est de montrer la réci- 
proque. Pour cela, considérons l’application linéaire O: C° (Q) — C définie 
par 


Cette application est bien définie (c’est immédiat) et l'inégalité (7.9) im- 
plique que |O(¢)| < C|]4||r2(a). Comme CF (N) est dense dans L?(Q), ceci 
signifie que l’on peut étendre O par continuité en une forme linéaire conti- 
nue sur L?(Q). Le théorème de représentation de Riesz-Fréchet implique 
l'existence d’une fonction wj € L?(Q) telle que 


(4) = ($, w;) = f pT; de. 


En posant vj; = —w;, on obtient 


Vo € C0 (Q), Juicar=- f uode, 


ce qui démontre le résultat voulu. 


Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la notion d’espace 
de Sobolev est invariante par difféomorphisme. 


Proposition 7.25. Considérons deux ouverts Q; et Qe et un difféomorphisme 
0: Qı 4 Qo qui est C? (0 € C?(Q1), 07! € C?(Q2)) et tel que : 


— V6 est bornée sur Qi ; 
— v (07t) est bornée sur Qo. 


Si u € H! (Q2), alors uo 0 € H! (Q1). 


Remarque 7.26. 


(i) Ce résultat reste vrai si on suppose seulement que @ est un Ct-difféo- 
morphisme. 
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(ii) On peut montrer de plus que les dérivées au sens faible de uo 0 sont 


données par 
0 7, Ou 06% 
soon = (ton) 
Ox; re) > Ox, Ox; 
k=1 
où 1 <j < net où on a noté 6; les coordonnées de 6 = (01,...,9n). 


Démonstration. Soit u € H'(Q2). Le fait que u o 0 appartient à L?(Q,) 
provient des résultats généraux sur l’intégration. Aussi, il suffit de montrer 
qu’il existe C > 0 telle que, pour tout @ € C£°(Q:) et pour tout j tel que 
1£<j<n,ona 


(7.10) < Cllellz2()- 


| u(O(x))0;0(x) dx 
Qı 


Nous renvoyons à la solution de l'exercice corrigé 7.4 page 390 pour le 
cas n = 1. On suppose dans cette démonstration que n > 2. 

Posons x = 07! et notons J la matrice jacobienne de «, donnée par 
J(y) = dét(Vk1,...,VKn) Où K1,...,Kn sont les coordonnées de «. Alors 
ona 


| ulegla) de = f u(u)(618)(&(y) |J(y)| dy. 
Qı 


Qə 
Comme J(y) ne change pas de signe sur Q2, on a 


| u(y)(616)(&{y) IW) dy] = | u(y)(Ar6)(6(y)) (wy) dyl. 
Qe Qe 
On observe alors que 


(A19)(K(y)) J(y) = dét(V(d0K), Vko,..., Van). 
On peut ensuite développer le déterminant et écrire 


dét(V(¢0 K), Viko,..., Vin) = M1 01($ 0K) +- + Mndn(G0 K). 


Comme # est C? par hypothèse, on peut écrire 


Mô(dor)+.-..+M,0,(d0 Kk) = O1(Midok) +--+ 0n(Mndok) 
ou (M ire SE nMn) © K. 


Rappelons lidentité remarquable suivante 0,;M; + --- + nMn = 0 
(cf. (2.10)). On en déduit que 


f» u(y) (ip) J(y) dy = > fw y)Ox(Mag 0 K) dy 


Or, comme u € H1(Q2), il existe une constante C > 0 telle que 


Ve € C(O), [ “Poe dy] < Célia) 
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On vérifie aisément que, pour tout k, la fonction My o k appartient à 
Ch (Qz2). Il suit que 


i uly) (p) (Ky) |F(y) dy) < CX Mrd o sllr) 
2 k=1 


On conclut la démonstration en observant que, d’une part, Mp est bornée 
car les dérivées de k sont bornées par hypothèse et que, d’autre part, 
léo rllz) < Cll ll z2(ax), 


comme on peut le voir en utilisant encore une fois la formule de changement 
de variables pour une intégrale et l’hypothèse que la dérivée de 0 est bornée. 


Rappelons que l’espace Hj (Q) a été défini au début de ce chapitre comme 
étant l’adhérence de C&(Q) dans H!(Q). 


Proposition 7.27. Soit Q un ouvert quelconque de R”. Étant donnée une 
fonction u définie sur Q, notons ü la fonction définie par 


i six EQ, 


0 siz ER” YQ. 
Alors, pour tout u € Hi (Q), la fonction à appartient à H!(R”). 


Démonstration. Soit v € H!(Q). Nous avons déjà vu qu'il existe une 
constante C telle que, pour tout j tel que 1 < j < n et tout d € C(Q), 


iE »(;¢) dx) < Cllall za. 


Le point clé est de montrer que, si u € H4 (Q), alors 


(7.11) i u(8,6) del < Cllallz2ca), 


pour toute fonction ¢ € C§(R”) (insistons sur le fait que l’on ne suppose 
pas que ¢ est à support dans 2). Pour obtenir ce résultat, notons que par 
définition de Hj(Q), il existe une suite (un) de fonctions appartenant à 
C(O) et qui converge vers u dans H1(Q). Pour toute fonction ¢ qui est Ct 
et à support compact dans R”, on obtient que 


f eao) dz| = [einen 


En passant à la limite, on obtient (7.11). Maintenant, pour tout ¢ € C4(R”), 


on a directement 
[ wei0)ae| f Ba 
R” Q 


D’après la proposition 7.24, ceci implique que ŭ appartient à H!(R”). 


< lajunll z2) lloll- 


< Céllz2çe) < Clldllzecær). 
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Proposition 7.28. Soit Q un ouvert borné. Supposons que u € H'(Q) est une 
fonction à support compact dans Q. et telle que suppu est à une distance 
strictement positive de ƏN. Alors u appartient à Ht (Q). 


Démonstration. Considérons un ouvert Q’ tel que 
suppu CR CA avec dist(ON’,A0) > 0. 


Soit x une fonction C% sur R” qui vaut 1 sur suppu et 0 en dehors de 1’. 
Prolongeons u par 0 sur RQ. On note toujours u cette fonction, qui appar- 
tient à H! (R”) d’après la proposition 7.27. Comme C§°(R") est dense dans 
H'(R") (cf. proposition 7.18), il existe une suite de fonctions un € C§°(R”) 
qui convergent vers u dans H!(R”). Comme la multiplication par y est 
un opérateur linéaire continu de H'(R”) dans H'(R”) (voir la proposi- 
tion 7.23), on en déduit que Xun converge vers yu. Or yu = u car x vaut 1 
sur le support de u. Comme yun € CF (N), ceci montre que u est la li- 
mite dans H1(Q) d’une suite de fonctions C% à support dans Q. Donc u 
appartient à H4 (Q) par définition de Hi (Q). 


La proposition suivante donne un autre exemple de situation où l’on 
peut prolonger explicitement une fonction à R” en préservant la propriété 
d’appartenir à un espace de Sobolev. 


Proposition 7.29. Notons R”. le demi-espace tel que £n >0. Soit ue H'(R‘). 
Notons u* la fonction définie sur R” par 


u(x) si £n > 0, 
u*(x) = j F 
u(a’,—Xn) 84 Ly <0, 


où xv! = (æ1,...,%n-1). Alors u* € H!(R”) et l’application u > u* est 
continu de H'(R*?) dans H'(R”) avec une norme d’opérateur majorée par 2. 


Remarque 7.30. Soit B la boule de centre 0 et de rayon 1. Notons By = 
BOR‘. Nous utiliserons ci-dessous le fait que le résultat précédent est vrai 
lorsqu'on remplace R} par B} et R” par B. La démonstration est la même. 


Démonstration. Nous renvoyons a l’exercice corrigé 7.5. 


Pour certains ouverts 2, en combinant les deux résultats précédents, nous 
allons pouvoir étendre n’importe quelle fonction u € H1(Q). Pour cela, il 
faut faire une hypothèse sur Q qui va nous permettre de se ramener aux 
deux cas traités précédemment. Introduisons les notations suivantes : 


B= B(0,1), B} = BO{(2',an): x © R"'|, x, > 0}, 
Bo = BN {(z',0): 2’ € R*™“+}. 
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On dit qu’un ensemble ouvert 2 C R” est de classe C” si, pour tout x € N, 
il existe un voisinage U de x dans R” et une application bijective 0: B + U 
telle que 


0 € C"(B), 9 leC*(U), 6(B,)=UNB, 6(Bo)=UNaAN. 


Théorème 7.31. Supposons que Q est un ouvert C? et que le bord OO est 
borné. Alors il existe un opérateur linéaire d’extension E borné de H!(Q) 
dans H'(R"), tel que pour tout u € H! (Q), la restriction de Eu à Q est 
égale à u et tel que Bull sn cn) < Cllull a9). 


Démonstration. Par compacité, on peut trouver une partition de l’unité 
(voir la proposition 17.35) qui vérifie la propriété suivante : il existe une 
collection finie d’ouverts {U;}o<i<n et des applications Co, ... , Çy telles que, 
pour tout indice į tel que 0 < i < N, Çi vérifie les propriétés suivantes : 
OR Cred; 
(2) G € C” (O) où O = QU UŠ. Li: 
(3) Go € CE (N) et G € CF (Ui) pour 1<i< N; 
et de plus telles que, 


N 
VreO, X G(x)=1. 

i=0 
Pour 7 tel que 0 < i < N, notons u; = Gu. On définit vo = ug. Alors 
vo € A(R”), Pour 1 < i < N, on commence par définir w; = u; o Go. 
Cette fonction appartient à H'(B,). On peut l’étendre en une fonction w* 
appartenant à H+(B). Alors w; 06; appartient à H+(U;) et la fonction Giwi 
appartient à Hj(U;). On pose alors v; = Giwi, c’est-à-dire que l’on prolonge 
¢;w; par 0 sur R” \ U;. Alors la fonction v définie par v = vo + 5 + vi 
vérifie v € H! (R”) et v|o = u. De plus, l'opérateur P: u > v est linéaire et 
continue de H'(Q) dans H!(R”). 


Corollaire 7.32. Si Q. est un ouvert C?, alors C®(Q) est dense dans H! (Q). 


Démonstration. Soit u € H+(Q). Alors lextension v = Pu € H!(R”) est 
la limite dans H!(R”) d’une suite de fonctions appartenant à C§°(R”). En 
restreignant ces fonctions à Q, on obtient une suite de fonctions C® (Q) qui 
converge vers u dans H+ (Q). 


7.4. Analyse de Fourier et espaces de Sobolev 


Nous avons étudié les espaces de Sobolev H*(Q) où k est un entier na- 
turel et Q un ouvert quelconque de R”. Nous avons également rappelé dans 
un autre chapitre que l’on peut étendre la définition de la transformation 
de Fourier à l’espace L? (R”) et même à l’espace .7/(IR") des distributions 
tempérées, qui est le dual topologique de la classe de Schwartz .“(R”). Dans 
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le cas particulier Q = R”, en utilisant cette transformation de Fourier, nous 
allons définir et étudier, dans cette section, les espaces de Sobolev H*(R”) 
où l'indice s est un nombre réel positif quelconque. 


Notation 7.33. Nous utiliserons souvent la notation 
2 
(E = (+1). 
On dit couramment que (£) est le crochet japonais de €. 


Définition 7.34. Soit s € R. On dit qu’une distribution tempérée u € A’ (R”) 
appartient à l’espace de Sobolev H*(R”) si (€)°@ appartient à L? (R”). 


Remarque 7.35. On peut éviter le recours à la théorie des distributions en 
se bornant à considérer le cas s > 0, qui est le cas le plus important dans 
la pratique. 


Si Q = R”, on a donc deux définitions possibles pour les espaces H*(Q) 
avec k € N. L’équivalence entre ces deux définitions est un résultat dont la 
démonstration est l’objet de ’exercice corrigé 7.6. 


Proposition 7.36. Soit s € R. Muni du produit scalaire 
Go = (2 f (+168) 20 TE ae, 


et donc de la norme 
lulle = (2m)? | + 167) GI], 
l’espace de Sobolev H*(R”) est un espace de Hilbert. 


Démonstration. L'application u + (27)~"/?(1 + |€|?)*/2@ est par définition 
une bijection isométrique de H*(R") sur L?(R”). Ce dernier espace étant 
complet, il en est de méme de H*(R”) muni de la norme définie ci-dessus. 


Rappelons que la classe de Schwartz Z (R”) a été introduite à la défini- 
tion 5.3. 


Proposition 7.37. L’espace de Schwartz S (R”) est dense dans H°(R") pour 
touts ER. 


Démonstration. Considérons Visométrie u ++ (2x) -"/2(1 + |£P)*/2& de 
H*(R") sur L?(R"). L’isométrie inverse transforme le sous-espace dense 
Z (R”) de L?(IR”) en un sous-espace dense de HS(R”). Or cette application 
est une bijection de .“(R”) sur lui-même. On en déduit que .7(R”) est 
dense dans H*(R"). 


Proposition 7.38. Pour tout nombre réel s > n/2, 
H (R?) C C°(R") N L®(R"), 


avec injection continue. 
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Démonstration. D’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout fE S (R”), 


(7.12) Iflle= < [Aller < KOE Al 
et on en déduit le résultat par densité de 7 (R”) dans H°(R”). 


Théorème 7.39. Pour tout nombre réel s > n/2, le produit de deux éléments 
de H*(R”) est encore dans H*(R”). De plus, il existe une constante C telle 
que, pour tous u,v dans H*(R”), 


luvly < Clear lol ar. 


Démonstration. La preuve repose sur l’inégalité suivante : pour tous €,7 
dans R”, on a 


vs>0, (1+ < 2°41 +E- na + a + mP), 


inégalité qui se déduit de Vinégalité triangulaire et de la majoration 
(a +b)” < 2"(a” +b") pour tout triplet (a,b, r) de nombres positifs. Ecri- 
vons alors que pour tous u, v dans .7(R”), on a (vérifier la formule suivante 
en exercice) 


T(E) = (2m)-" / ACE — 1)0(n) dn: 


En multipliant les deux membres par (£)* et en utilisant Vinégalité précé- 
dente, on trouve 


(9° [wo(g)| < c Je — 1)" Va(é — n) e) dn + c fia — n)}{n)° [o(n)| dn. 


Si s > n/2, alors (H*(R*)) C L!(R*) comme nous l’avons déjà vu 
(cf. (7.12)). On reconnaît alors ci-dessus deux produits de convolution entre 
une fonction de L! (R”) et une autre de L?(R”), qui appartiennent à L? (R”) 
d’après le théorème 6.1. Ce qui implique que (£)‘uv € L?(R"), d’où le résul- 
tat voulu uv € H°(R”). 


Nous avons vu que, tout nombre réel s > n/2, le produit de deux éléments 
de H*(R”) est encore dans H*(R”). La proposition suivante montre que 
Von peut définir également le produit yu pour tout y € A(R”) et tout 
u € H*(R”) avec s un nombre réel quelconque. 


Proposition 7.40. Pour tout s € R, si u € H*(R”) et p € A(R”) alors 
qu € H°(R”). 


Démonstration. La preuve utilise une inégalité, appelée inégalité de Peetre, 
qui énonce que pour tous €,7 dans R”, on a 


vseR, UPES 211 + |nl?)°(1 + [€— nf?) 
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Supposons s > 0. Pour obtenir cette inégalité, il suffit d'utiliser l'inégalité 
triangulaire 


14H < 1+ (ml +1E — nl)? < 14+21nf° +216 — nl? < 2(1+n)Q+lE — n°), 


puis d’élever les deux membres à la puissance s > 0. Si s < 0, alors —s > 0 
et l’inégalité précédente entraîne 


A+) <2 (+) (+ lé nf. 


On obtient le résultat voulu en divisant par (1 + |n| (1 + |€|?)~°. 

On procède alors comme dans la preuve du théorème 7.39. En effet, on 
peut encore écrire pour u € H*(R”) et y € -/(R”), Gu(E) sous la forme d’un 
produit de convolution. Comme ¢(¢) est dans la classe de Schwartz, la fonc- 
tion (¢)!5!G(¢) appartient à la classe de Schwartz et donc à l’espace L1(R"). 
L’inégalité précédente permet de faire apparaitre le produit de convolution 
d’une fonction de L! et de (7)*|@(n)| qui est dans L?. 


Proposition 7.41 (Interpolation dans les espaces de Sobolev). 

Soient sı < s2 deux nombres réels et s € |81, sf. Ecrivons s sous la 
forme s = as; + (1 — a)s2 avec a € [0,1]. Il existe une constante C(s1, s2) 
telle que pour tout u € H*?(R”), 


lull irs 


lulls < C(s1, 82) ul are 


Démonstration. Écrivons que 
ue = enr" fe) &(E) dé 
= (2x) " for a(s (g)201-a)s2 Re) dé, 


de sorte que l'inégalité voulue est une conséquence de l’inégalité de Hélder. 


7.5. Injections de Sobolev 


Nous allons maintenant étudier plusieurs résultats d’injections des espa- 
ces de Sobolev dans les espaces de Lebesgue. C’est une propriété fondamen- 
tale, que nous utiliserons par exemple plus tard dans le cadre de la théorie 
de De Giorgi-Nash-Moser. 

Nous commençons par étudier le cas des espaces de Sobolev définis 
sur R”. 

Théorème 7.42. Soit n > 1 et s un réel tel que O S s < n/2. Alors l’espace 
de Sobolev H*(R”) s’injecte contindment dans LP (R”) pour tout p tel que 
2n 


n—2s° 


2<p< 
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Remarque 7.43. Le théorème 7.42 énonce que, pour tout nombre réel s dans 
[0,n/2[ on a 

I fllzen/m-2s < Coll files 
En fait, nous allons montrer un résultat plus fort (cf. (7.13)) : 


K 1/2 
lames < Clflre = ( Î EIRE as) | 


En particulier, pour s = 1, ceci implique que 
2n 
q= = [fe < CIV F2. 
n — 2 
Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe une constante C telle que, 
pour tout f € F(R”), ona 


, . 1/2 
(713) p= = ler < Chla (RO Pa) 


C’est un résultat plus fort que celui énoncé. En effet, pour tout réel 2 < 
p < 2n/(n — 2s), il existe s’ € [0,s[ tel que p = 2n/(n — 2s’) et alors 
\|fllz> < Cllfllgs: < Cll fllas (attention : on ne peut pas majorer || fl grs 
par [fll z« car on n'a pas |é|?*” < |£[2* pour |£] < 1). 

Nous utilisons la démonstration de Chemin et Xu (cf. [25]) qui repose 
sur la mesure des ensembles de niveaux. Nous noterons {|f| > À} l’ensemble 
{x € R” : |f(x)| > A} et HIF] > A}] la mesure de Lebesgue de cet ensemble. 

Considérons une fonction f € “(R”). On peut supposer sans perte de gé- 
néralité que || f ||; = 1. On part de l'identité classique (voir le lemme 18.8), 


+00 
Ille =p | MLL F] > A} dà. 
0 


Pour majorer |{|f| > A}|, nous allons utiliser une décomposition en 
termes de basses et hautes fréquences. Pour tout À > 0, nous allons 
décomposer f sous la forme 

f= ga + ha 


où les fonctions g) et hy sont définies par leurs transformées de Fourier : 
JACE) = FE) sil < Aa,  gx(é) =0 si || > Ax 


RO) =0  silél<Ax AAE) = FE) silél> Ad, 
pour une certaine constante A, à déterminer. Alors, d’après l'inégalité tri- 
angulaire, 
{FI> A} c {gal > A/2} U {lha] > à/2}. 
Nous allons choisir la constante A, de sorte que {|g1| > A/2} = Ø. Alors 


on aura 


4 
IFI > A} < Khal > à/2} < 55 halle > 
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car s 
À 
Rare > I, ET hf da > q tal > 4/231. 
x> 


En combinant les observations précédentes, on obtiendra 


+00 
(7.14) IAE, < 4p J AP=3 [ln 2 dà. 
0 


Choix de A). D’après le théorème d’inversion de Fourier, on a 


aie y / Ro) = l f, Poa, 


Comme 2s < n, on peut utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz et écrire que 


AE x ( ae jéj- a) ( A geo ae)" 


En passant en coordonnées polaires, on obtient 


n—1 Ay 2s 
‘i |é i —2s dé = th os pe 1—2s dé dr = 4 | ; 
lEl<Ay o n=2s 


Comme ||f|| 7; = 1 par hypothèse, on obtient finalement 


2 


lgallz= < a(s; may? 
On définit alors A; par 
à 
z 
Alors |||]; < A/2. Comme par ailleurs g\ est une fonction continue 


Ci(s,n) ASIE = 


(c’est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable), on en déduit que 
{[gxl > A/2} = Ø, ce qui est le résultat voulu. 


Fin de la démonstration. Par définition de hy, en utilisant Pidentité (7.14) 
et la formule (5.8) de Plancherel, on trouve 


+oo 
n -3I F 2 
I, < 42m)" f | WIRO]? de ax. 
1£1>Ax 
Par définition de A), si |€| > Ay alors 


A < AE) = 20, (s, n) |El, 


donc, en utilisant le théorème de Fubini, il vient 


Ag) Sa 
Ie < we f (f a) as 


[Fle < (sn) f AEP PROP ae, 


d’où 
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Or, si p = 2n/(n — 2s), on vérifie que 
(5 -s) (p — 2) = 2s. 
En utilisant à nouveau que || f||;;; = 1, on obtient finalement 
ALAN 
If, <Cals.n) [IP IRON ag = Cats, 


équivalent au résultat voulu. 


Corollaire 7.44 (Inégalités de Gagliardo-Nirenberg). Soient n et p tels que 
2n 
n23, 2<p<—. 
n—2 
Alors, il existe une constante C telle que, pour tout u appartenant à H'(R”), 


on a 


lullzeæ) < CllullagenyIVullf2 any, 


avec o = n(p — 2)/2p. 


Démonstration. Pour la valeur de o qui est donnée par l’énoncé, il suit direc- 
tement de (7.13) que l’on a l'inégalité ||u||z» < C|lul| fr- On déduit alors le 
résultat par un argument d’interpolation. Précisément, on utilise le fait que 
Vinégalité de la proposition 7.41 reste vraie quand on remplace les normes 
llls par les semi-normes ||-||;7;; ce qui se démontre en remplaçant (£) 
par |€| dans la démonstration de la proposition 7.41. 


Nous avons vu à la remarque 7.43 que, pour tout f € H!(R”) avec n > 3, 
on à 
If llzansm-2) < CIVIL. 
Une conséquence directe du théorème 6.20 de Hardy-Littlewood-Sobolev 
démontré au chapitre 6 est que l’on peut généraliser ce résultat de la façon 
suivante. 


Théorème 7.45 (Injections de Sobolev pour W!”). Soit n > 2 et soit p € 
j1,n[. Définissons p* par 
1 1 1 


ONE ae 
Alors il existe une constante C telle que, pour toute fonction f € W1?(R”), 


Flo æ < CIV fll zen): 


Démonstration. On a démontré au théoréme 6.21 qu’il existe une constan- 
te C telle que 

Il fllzo* e < CV Fl cece), 
pour toute fonction f qui est C% et à support compact. On en déduit le 
résultat voulu car C° (R”) est dense dans W1?(R") pour p < +00. 
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Nous allons ensuite voir comment déduire du résultat précédent sur les 
espaces de Sobolev définis sur R” un résultat analogue sur l’espace Hj (Q) 
où Q est un ouvert quelconque. Dans ce contexte, en supposant que Q est 
borné, nous pourrons de plus obtenir des injections compactes. 


Théorème 7.46 (Théorème de Rellich-Kondrachov). Soit n > 2 et soit Q un 
ouvert borné de R”. Si 2 < q < 2n/(n — 2), alors H}(Q) s’injecte de façon 
compacte dans L1(Q). 


Démonstration. Considérons une suite (um) qui est bornée dans Hÿ(Q). 
Alors cette suite admet une sous-suite (uy(m)) convergeant faiblement dans 
H1(Q) car H! (Q) est un espace de Hilbert. Notons u € H1(Q) la limite 
faible. Comme Hj(Q) est fermé par définition, il est aussi fermé au sens 
faible d’après la proposition 3.43, et on en déduit que u € Hj(Q). Quitte 
à remplacer Um par Ug(m) — u, on peut supposer sans perte de généralité 
que la suite (um) converge faiblement vers 0 dans H'(Q). Pour démontrer 
le théorème, nous devons montrer que (um) converge fortement vers 0 dans 
L4(Q) pour 2 < q < 2n/(n — 2). 


Lemme 7.47. Notons tim la fonction obtenue en prolongeant Um par 0 sur 
RQ. Alors tim appartient à H+(R"), la suite (ùm) est bornée dans H!(R”) 
et converge faiblement vers 0 dans H1(R"). 


Démonstration. La proposition 7.27 implique que (ŭm) est bornée dans 
H +(R”). De plus, la démonstration de la proposition 7.27 montre que la déri- 
vée au sens faible de Um vérifie djüm = jum. Alors, en notant (-,-) a(R») 
le produit scalaire de H!(R”), pour tout v € H!(R”), on peut écrire que 


(Um, v) R») = J Um dx + Vüm : Vu dx 
n Rre 


= Umv dx + Van : Vudx 
n R” 


= f umvdet f Yum Vode = (umv) 
Q Q 


Or (Um, v) #1(Q) converge vers 0 quand m tend vers +00. Ceci montre que Um 
converge faiblement vers 0 dans H!(R”), ce qui conclut la démonstration 
du lemme. 


La démonstration du théorème de Rellich-Kondrachov repose alors sur le 
lemme suivant. 


Lemme 7.48. Soit (Wm) une suite bornée dans H'(R") et convergeant faible- 
ment vers 0 dans L?(R"). Alors, pour tout q tel que 2 < q < 2n/(n— 2) et 
pour toute fonction x € CE (R”), la suite (yWm) converge fortement vers 0 


dans L4(R"”). 
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Démonstration. La démonstration est en deux étapes. On montre d’abord 
le résultat pour q = 2 puis on considère le cas général. 


Cas q = 2. Posons Um = XWm. Comme la multiplication par une fonction 
de la classe de Schwartz est continue de H!(R”) dans H'(R"), la suite (vm) 
est aussi bornée dans H1(R"). Par ailleurs, um = XWm appartient à L1(R”) 
en utilisant le fait que Um est à support compact. On peut alors considérer 
sa transformée de Fourier 


TOE J e-t Ey (au(x) de. 


D’après l'identité (5.8) de Plancherel, pour montrer que (vm) converge for- 
tement dans L? (R”), il nous suffit de montrer que (Tm) converge fortement 
vers 0 dans L?(R”). Pour cela, utilisons la décomposition 


Tm (E)? dé < T(E)? d im (E)|? dé, 
fie () ef. (6) ctf i (©)? ae 


où R est un paramètre arbitraire. La convergence faible de (wm) vers 0 dans 
L?(R") entraîne que, pour tout € € R”, 0, (€) converge vers 0 quand m tend 
vers +00. D’après ce qui précède, on peut appliquer le théorème de conver- 
gence dominée pour montrer que Ja <R lim(E)|? dE tend vers 0 quand m 
tend vers +oo. Par ailleurs, on la majoration évidente 


1 pene 
f p POPES ap [OP EE as 
ER ag E> R 
1 2 (27)” 2 
< a (1+ 1€P) ER OP de = El En 
Comme (vm) est bornée dans H'(R”), on peut rendre la>r ln (€)? dé 
arbitrairement petit en prenant R assez grand. Ce qui achève de démontrer 


que (vm) converge vers 0 dans L?(R”). 
Cas général. Soit 2 < q < 2n/(n — 2). Alors il existe C > 0 et À € [0,1] tels 
que, pour tout u € PR") 0 N L2r/(R-2)(R*), on a 

lullze < Cllullrz lulla- 
Nous avons vu que la suite (vm) est bornée dans H!(R”). Le théorème d’in- 
jection de Sobolev implique que vm € L?(R”) N L?"/(—?)(R”) et que (vm) 


est bornée dans L?"/("-?)(R"). Le résultat voulu se déduit alors de l’inéga- 
lité précédente et du lemme précédent qui implique que ||vm|| 2 converge 


vers 0. 


Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme. Consi- 
dérons une fonction x € C (R”) qui est telle que x(x) = 1 pour x € Q. 
Une telle fonction existe car Q est borné par hypothèse. En utilisant les 
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deux lemmes précédents, on obtient que la suite (yt) converge vers 0 for- 
tement dans L7(R”), ce qui implique directement que (um) converge vers 0 
fortement dans L1(Q). 


La démonstration précédente utilise une propriété des éléments de H (Q), 
à savoir que si on les prolonge par 0 en dehors de Q, on obtient une fonc- 
tion qui appartient à H!(R”). Si Q est un ouvert C?, on a vu qu’il existe 
un opérateur d'extension. En procédant comme ci-dessus, on peut alors en 
déduire le résultat suivant. 


Théorème 7.49 (Théorème de Rellich-Kondrachov). Soit Q un ouvert borné 
de R” de classe C? (ou le produit de n intervalles ouverts bornés). 

- Sin 2 2 et 2 < q< 2n/(n— 2), H'(Q) s'injecte de façon compacte 
dans L4(Q). 

— Sin=1, H'(Q) s’injecte de façon compacte dans C°(Q). 


Nous avions vu au début de ce chapitre l’inégalité de Poincaré-Wirtinger 
(lemme 4.17). Nous allons maintenant déduire des injections de Sobolev une 
généralisation en dimension quelconque. 


Théorème 7.50 (Inégalité de Poincaré-Sobolev). Soit Q un ouvert borné de R” 
de classe C? (ou le produit de n intervalles ouverts bornés). Étant don- 
née une fonction u € H'(Q), notons ua sa moyenne sur Q. Il existe une 
constante C (Q) telle que 


Vu € H°(Q), llu —uallz2(0 < C(Q)IVul z2(0). 


Démonstration. Supposons par l’absurde que ce résultat est faux. Alors on 
peut trouver une suite (up) d'éléments de H!(Q) tels que 


1 
i) Un(x) dx = 0, lu, (x)|? dx = 1, |Viin(a)|? da < =. 
Q Q Q n 


Comme (un) est bornée dans H! (Q), on peut extraire une sous-suite (un, ) 
qui converge fortement dans L?(Q) vers une fonction u. Comme Vun, 
converge fortement vers 0 L?, on en déduit que (un,) est en fait une 
suite de Cauchy dans H! (Q), qui converge dans H! (Q). On en déduit que 


fo a ) da = 1, [ ula? ae =o. 


Donc u est une fonction non nulle, constante et nulle en moyenne. D'où la 
contradiction. 


Remarque 7.51. Le résultat précédent n’est pas quantitatif dans la mesure 
où il ne dit pas comment la constante C(Q) dépend de Q. Une estimation 
quantitative est donnée à l’exercice 7.3, où nous reproduisons la démonstra- 
tion originale, trés élégante, de Poincaré. 
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L’inégalité optimale a été obtenue par Payne et Weinberger [116]. Ils ont 
démontré le résultat suivant : si Q C R” est un domaine ouvert et convexe, 
alors pour toute fonction u € H+(Q), on a 


diam Q 


lu — uallz2 < IVullzz. 


7.6. Caractérisation dyadique des espaces de Sobolev 


Dans ce paragraphe, nous utilisons la décomposition de Littlewood-Paley 
introduite au chapitre 5 (cf. section 5.4) pour caractériser les espaces de 
Sobolev. 


Proposition 7.52. 
(i) Pour tout u € L?(R”), 
(7.15) D loue < Julie <3 D Apullze- 
p2-1 p>—1 


(ii) Considérons s € R. Une distribution tempérée u € S/(R") appartient 
à l’espace de Sobolev H*(R”) si et seulement si 
(1) Aiu € L?(R") et pour tout p > 0, Apu € L?(R") ; 
(2) la suite 6, = 2PS||A,ul|r2 appartient à (NU {-1}). 


De plus, il existe une constante C telle que 
+00 
1 1/2 
(7.16) aliula < (X 8) < Clua. 
p=-1 


Démonstration. Le premier point découle immédiatement de (5.12) et de 
l'identité (5.8) de Plancherel. 

Puisque ||u|| as = || (Dz) ul| z2, en appliquant (7.15) avec u remplacée par 
(D;)*u, on obtient 


D IA (De) alle < [lulls <3 D IAp(Dz) ulie- 
p2-1 p>—1 
Considérons p > 0 et écrivons que 
IA (Day als = (0 f AAPPO À ae 
Puisque (1 + |€|?)*y?(27€) ~ 227$ sur le support de y?(2~?€), on voit que 
1 S S S 
(7.17) c 25 || Apul? < |Ap(Dr)°ullz2 < C2? ||Apullze, 


pour une certaine constante C ne dépendant que de s. Nous avons une 
estimation similaire pour A_,u et le résultat recherché suit facilement. 
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Proposition 7.53. 


(i) Considérons s € R et R > 1. Supposons que (u;);j>-1 soit une suite 
de fonctions dans L? (R®) telle que 


Le 1 
supp C {|< R}, supp& C {52 < |e < Re}, 
et, en outre, 


(7.18) XO 2% llusi < +00. 
j>—1 


Alors la série X uj converge vers une fonction u € H*(R”) et de plus, 


2 
lelies CD) 2 leslie, 
j>-1 
pour une certaine constante C ne dépendant que de s et R. 
(ii) Si s > 0, alors le résultat précédent est valable sous Uhypothése plus 
aible que supp © est inclus dans la boule B(0, R21). 
j 


Démonstration. (i) Nous commençons par prouver que la série Su; est 
normalement convergente dans H"(R") pour tout r < s. En supposant que 
supp ú; est inclus dans une boule { ll < R2 }, par une démonstration paral- 
lèle à celle de (7.17), on voit que |u;| y, < C2” [[u;||,2. Donc, l'inégalité 
de Cauchy-Schwarz implique que 


D Ille < (E 2 hula) (HL PP)" < $00. 


j2-1 j2-1 j2-1 


Ceci montre que la série Du; est normalement convergente et donc conver- 
gente dans H” (R”). Maintenant, nous pouvons définir u = >); uj- Notre 
but est alors de prouver que u appartient à H*(R”). 

Si supp ü; est inclus dans un anneau {227 < |€| < R27}, alors il existe 
un entier N dépendant uniquement de R tels que Apu; = 0 si |j — p| > N. 
Par conséquent, 

lâl < D. laule < SO lulz, 
lj-pISN lj-PISN 
d’ot le résultat. 

(ii) Si on suppose seulement que suppü; est inclus dans une boule 

{\é| < R27}, alors on a juste, pour un entier N, 
Apu = 5 Apuj. 
J2p—N 


Il découle de l'inégalité triangulaire que 


aP*\|Apullzz < XO 207052 llusl| pe - 
j2p—N 
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Maintenant, puisque s > 0, la suite (20-35) ow appartient à £! et lin- 
égalité de convolution ¢! x {2 — ¢? donne le résultat. 


Théorème 7.54. Considérons ne N*, s€]0,+00[, KEN et a €]0, 1] tels que 
8 > 5 +k+a. 


Alors H*(R") s’injecte continûment dans l’espace de Hélder C*:*(R"”) 
donné par la définition 5.28. 


Démonstration. Nous allons démontrer un résultat plus général qui porte sur 
les injections des espaces de Sobolev dans les espaces de Zygmund définis à 
la section 5.4.8. 


Lemme 7.55. 


(i) Pour tout entier n > 1 et pour tout s E R, ona 
HER") € CTP (RE). 
avec injection continue. 
(ii) En particulier, H® (R”) C CC(R"). 
Démonstration. Soit u € H*(R"). Nous avons vu que 
u= SS Up, OU Up = Apu. 
p21 


Alors 


ca (E) ag = (2r) feb Fpl) a, 


Cp 


up(e) = En" f 


Rr 


où Cp est la couronne donnée par {€ € R” : 271 < |é] < 2+1}. Donc 


ll < Cr)" f , (OI dé 


P 


2 s Fe le 
<en"(f (Es) (OP de) i ag) 


< KPO- lula, 


ce qui implique le résultat. 


Le théorème s’en déduit directement car il suit de (5.14) que 


CEPR") c OPAR”) si s>n/2+k+a. 
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7.7. Exercices 


Exercice (corrigé) 7.1. Montrer que la fonction x ++ |x| admet une dérivée 
au sens faible sur tout intervalle ouvert borné I C R et que sa dérivée est 
donnée par H|; où H = 109,400; — ljco,oj est la fonction égale à 1 sur 
[0,+oo[ et —1 sur | — co, 0f, appelée fonction de Heaviside. 


Exercice (corrigé) 7.2. Montrer que la fonction 1)9,1;, indicatrice de ]0, 1[, 
nest pas dérivable au sens faible dans LP(R) pour tout p € ]1, +00]. 


Exercice (corrigé) 7.3. Le but de cet exercice est de donner une démonstra- 
tion directe, due à Henri Poincaré, de l'inégalité qui porte son nom. Soit un 
entier n > 1, un nombre réel r > 0 et B une boule de rayon r dans R”. 


(1) Considérons u: B — R de classe Ct et de moyenne nulle sur B. 
(a) Montrer que 


1 1 
|B| iS ude = sep Ab (u(x) — u(y))° dx dy. 
(b) En déduire que 


| | D Call f fw (tz + (1—t)y)/? dt dr d 
— ui dr < ultx = x dy. 
[B] Js 2B J J e2 Jo : 


(c) Montrer que pour tout o dans B, on a: 


n 


t 
Due dy < mi (1, —_ )|BI. 
[tant dy <min(1, =) 1B 


(d) En déduire qu’il existe une constante C telle que 


1 1/2 1 1/2 
(af wer) < cr( 7 f vea) | 


(2) Conclure que pour toute fonction u € H!(B), à valeurs complexes, 


ona 
1 ; 1/2 1 | 1/2 
—— u—ug| dx < Cri — Vull dx | 
(lA B] ) (af! | ) 


où ug est la moyenne de u sur B. 
Exercice (corrigé) 7.4. Démontrer (7.10) dans le cas n = 1. 


Exercice (corrigé) 7.5. Soient p € [1, +00], Q = {(21,...,œn) € R” : x1 > 0} 
et considérons une fonction u € W!?(Q). On étend u par parité en une 
fonction u, définie sur R” de la façon suivante : 


u(@1,@2,.--,2n) si xı > 0, 
Ux (241, Zn) T 


uļ(—z1,£2,...;,Zn) siz <0. 


Montrer que u, € W!P(R"). Calculer ||us||p et, pour tout i, ||3iux||ze en 
fonction de ||u||z2 et des ||O;ul| re. 
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Exercice (corrigé) 7.6 (Espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire). 
Soit s € R. On définit : 
H°(R")={fes'(R"):(1+14?)/2fe PR}, 


où f est la transformée de Fourier de f au sens des distributions tempérées. 
On munit cet espace de la norme suivante : 


files = [0 + EDF fl 


(1) Montrer que si s € N, cette définition est équivalente à la défini- 
tion 7.12 de l’espace de Sobolev W*:?(R”). 

On pourra utiliser que, si f € W*?(R”) et si a € N” est un multi-indice 
de longueur lal < s, alors la transformée de Fourier de 0° f est donnée par 
(ef. 

(2) Montrer que, pour s € ]0, 1[, cette définition est équivalente à : 


H“(R") = {fF E L?(R”) | | | f(x) S: f(y)? 


Ie ys dx dy < +00}. 


n 


Exercice 7.7. 


(1) Considérons un entier n > 3 et un réel s > n/2. Vérifier que 


ae 
re [EPA + IEP) 


En déduire qu’il existe une constante C telle que, pour tout u € H°(R"), 
(7.19) hrs Cire 


(2) Montrer que ,pour tous entiers j, k tels que 1 < j, k < n, il existe une 
constante C telle que, pour tout u € H?(R"), 


de, Ax, u| 2 ys C||Aull z2r»). 


(R? 
En déduire qu’il existe une constante C telle que, pour tout u € H?(RŸ), 
lullz=rs) < CIVul z2r) + Cl|Aul|z2@s). 


En appliquant le résultat précédent à la fonction v définie par v(x) = u(Ax), 

pour un paramètre À bien choisi, démontrer qu’il existe une constante C telle 
que, pour tout u € H? (R3), 

1/2 1/2 

ell =e) < CIVul 72m) Aull 729s): 


(3) Montrer que l'inégalité (7.19) est fausse en dimension n = 2. 
) 


Exercice 7.8. Soit ¢ € F(R”) telle que ¢(0) = 1. Définissons pour tout 
h € ]0,1] un opérateur linéaire Ap: /(R”) > A(R”) par 


(Anu)() = Cr)" if TE G(REVA(E) dé. 
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Montrer que, pour tout r € [2, +00], tout u € .Y(R”) et tout h € ]0,1], 
Anal ge < ChCP full ra, 
pour une constante C que l’on précisera. 


Exercice 7.9. Considérons un entier n > 2 et un réel p € [1,n{[. Nous avons 
vu que l’espace de Sobolev W+? (R”) s’injecte dans L4(R”) pour tout réel q 
tel que 


x, np 
arrears 
Nous allons voir une autre démonstration dans le cas p < q < p*. 


(1) Soit f € CE(R”) une fonction continiment différentiable à support 
compact. Montrer que, pour tout v € S"~!, 


+00 
|f(x)| < Î I(V f)(x + tv)| dt. 


En déduire (cf. rappel à la fin de l'exercice) que 


1 L 
FO er fy per IVe = wav 


(2) Posons 
1 1 
Fix) = ]Sn—1] | Ent V f(z — y)|dy, 
IST Juno ly 
et 
1 1 
Pale) = 1 IRET V f(x — y)| dy. 


ST Sinica [yl” 
En utilisant l’inégalité de Hélder ou de Young, montrer que 


Alle <CillVillze, lle < CVs pour tout p<q<p’. 


(3) En déduire qu’il existe une constante C telle que, pour tout f € 
CR"), 
Ilfllz2 < Cll fllze + CIV ie. 
En déduire que W!?(R") C L4(R”) pour tout q € [p, p*[- 
(4) Par un argument d’homogénéité, montrer que l’inclusion précédente 
est fausse pour q > p*. 


Exercice 7.10. Soit d > 1 et soit y: R” — [0,+oo[ une fonction C™, radiale, 
qui vaut 1 sur la boule {|€| < 1} et qui s’annule à l'extérieur de la boule 
{|€| < 2}. Pour tout j € Z, on définit 


Azul) = (p (27€) — y (2°77 7)) aE). 
(1) Montrer que, pour tous p,q tels que 1 < p < q < +09, il existe une 
constante C telle que, pour tout j € Z, 


Asal po cmay < CAP MD] A ul roan): 
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(2) Montrer que pour tout p tel que 1 < p < +oo, il existe une 
constante C telle que, pour tout j € Z, 


IA; VI ul ze) S CH ||Ajullzecer). 


(3) Soient N 5 n > 1 et p,q € [1, co] avec p < q, tels que 
0 := (= — =) € ]0,1{. 
P q 
On souhaite montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout u € 
Wiv(R"), 
ull ze ceny < Cel Ezten Vule): 

Vérifier que linégalité est invariante par homothétie (u(x) 4 Au(x)) et 
changement d’échelles (u(x) + u(Ax)). En déduire que l’on peut supposer 
que |fullzr(mr) = 1 = ||Vullzecan). En écrivant u sous la forme >) j¢7 Aju, 
conclure en utilisant les inégalités de la question précédente. 


CHAPITRE 8 


FONCTIONS HARMONIQUES 


8.1. Propriété de la moyenne 


Dans tout ce chapitre, on note n > 2 la dimension d’espace, |x| la norme 
euclidienne d’un vecteur x = (x1,...,2n) de R”, de sorte que |x|? = x? + 
+22, et B(x,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r > 0 pour cette 
norme. Par hypothèse, Q désignera toujours un ouvert borné de R”. 


Définition 8.1. Soit u € C?(Q) une fonction à valeurs réelles. On dit que u 
est harmonique si 


= 0. 


j=l 


Les fonctions harmoniques sont des fonctions remarquables. En particu- 
lier, elles vérifient est la propriété de la moyenne, ce qui signifie que pour 
tout x € Q, u(x) est égale à la moyenne de u sur toute boule B C Q qui est 
centrée en x. 


Théorème 8.2. Soit u € C?(Q). Alors u est harmonique si et seulement si, 
pour tout x E€ Q et tout r > 0 tel que B(x,r) CQ, on a 


1 


(8.1) ES |B(a,r)| Jaen) 


u(y) dy. 


Démonstration. Soit x € Q. Notons ro = dist(x, OQ) = infyern <a |x — y| et 
considérons la fonction ¢: [0,ro[— R, définie par 


1 1 


Ben ARE Bl 


R= 0, 1)| JB0,1) 


u(x + r¢) dé. 
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En dérivant l'intégrale, on vérifie que 


1 
‘(r) = —__ . x+rc)d 
#0) = Bon toons VE +70 d6 
eee, | iv 2 (Vule +r 
= BOD Jeon 3° (ICP Vue + r0)) dé 


1 r 2 
Ed ee rao oem = Au T d g 
BET Î aay EP Annee + re) ac 


On utilise alors la formule de la divergence (voir l’exercice corrigé 17.3), qui 
énonce que pour un champ de vecteurs X € C!(B(0,1);R”), ona 


J. aivx@ac = x(0)-¢as(0). 
B(0,1) 


2B(0,1) 


Comme |¢| = 1 sur le bord de la boule B(0, 1), ceci implique que 


i dive (1¢? (Vu)(x + re) dé = J (¢-Vu)(z + r¢) dS(0) 


8B(0,1) 


= | Le Ve(u(x + re) d5(Q) 
0B( 


0,1) T 


=f Pdcule+r¢)) ac 
B(0,1) 


= r(Au)(x + r¢) dé, 
B(0,1) 


où l’on a utilisé à nouveau la formule de la divergence. 
Il suit que 


63 0-50 | og ETAN E + rae 


On en déduit que si Au = 0, alors la dérivée ¢’ est nulle. Comme ¢(r) 
converge vers u(x) lorsque r tend vers 0, ceci démontre que si u est harmo- 
nique, alors u vérifie la propriété de la moyenne. 

Réciproquement, si u vérifie la propriété de la moyenne (8.1) pour tout 
x E Q et tout r > 0 tel que B(x,r) C Q, alors on a #’(r) = 0 et (8.2) 
implique que 

r 2 
Sr (1 — |¢|")(Au)(a@ + rç) d¢ = 0. 
2|B(0,1)| JB(0,1) 
Supposons que Au(x) est non nul pour un certain x € Q et, dans ce cas, 
on peut supposer de plus que Au(x) > 0 sans perte de généralité. Alors, 


pour r assez petit, on a (Au)(x + r¢) > 0 pour tout ¢ € B(0,1) et donc 
Vintégrale I(r) est nécessairement strictement positive, ce qui est absurde. 


On en déduit que Au = 0, ce qui conclut la démonstration. 
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Nous allons voir plusieurs conséquences de la propriété de la moyenne. 
Commençons par le principe du maximum qui énonce que le maximum est 
atteint au bord. 


Théorème 8.3. Soit Q un ouvert borné et connexe. Si u € C°(Q)NC?(Q) est 
une fonction harmonique, alors 
(8.3) maxu = maxu. 

à an 


De plus, s'il existe xo € Q tel que u(xo) = maxgu, alors u est constante 
sur Q. 


Démonstration. La fonction u atteint son maximum sur 2 car elle est conti- 
nue et car cet ensemble est compact par hypothése. Si le maximum est 
atteint sur le bord, le résultat (8.3) est démontré. Supposons donc que 
le maximum est atteint à l’intérieur de Q et considérons zo € Q tel que 
u(xo) = M := maxgu. On choisit ensuite r > 0 tel que la boule B(xo,r) 
est incluse dans Q. 

En utilisant le principe de la moyenne, on obtient alors 


1 
M = (eo) = By f, MOLO 


Comme u < M par définition de M, on en déduit que u(y) = M pour tout 
y € B(xo,r) (sinon la moyenne Bon Tear u(y) dy serait strictement 
plus petite que M). Ainsi, l’ensemble {x € Q : u(x) = M} est ouvert. 
Comme il est aussi fermé par continuité de u, il est égal à Q par connexité. 


On en déduit le résultat d’unicité suivant. 
Corollaire 8.4. Si u € C°(Q) N C?(Q) vérifie 


Au = 0 dans Q, 
u = 0 sur OQ, 


alors u = 0. En particulier, si u € CZ(R") est harmonique, alors u = 0. 


Démonstration. Le principe du maximum implique que max u < 0. Comme 
—u vérifie les mêmes propriétés, on a aussi minu > 0, donc u = 0. 


Le résultat suivant est une autre traduction de l’effet de moyennisation : 
le supremum d’une fonction harmonique peut être contrôlé par son infimum. 
Nous reviendrons plus tard à la section 14.4 sur ce résultat, dans le cadre 
beaucoup plus difficile des équations à coefficients variables. 
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Théorème 8.5 (Inégalité de Harnack). Soient Q un ouvert et w un sous- 
ensemble ouvert, connexe, borné et tel que w C Q. Alors, il existe une 
constante C telle que, pour toute fonction harmonique u: Q — [0, +20], 
supu < Cinfu. 

Ww WwW 

Démonstration. Soit r = + dist(w, OQ). Notons que l’on peut recouvrir len- 
semble compact & par une collection de boules (B;)1<i<n incluses dans Q 
et de rayon r. Nous allons montrer que pour tout x € w et tout y Ew on a 
u(x) > 2-"Nu(y); ce qui implique que 
sup u(y) <2" inf u(x), 
yew TE 
qui est le résultat recherché avec C = 2”. 

Soit x,y dans w. Pour démontrer l'inégalité u(x) > 2-"Nu(y), commen- 

çons par supposer que |x — y| < r. Alors, en utilisant la formule de la 
moyenne et l'hypothèse u > 0, on trouve 


1 1 
uz) = =———— udz > ——— udz (car u > 0) 
|B(x, 2r)| B(x,2r) |B(x, 2r)| Biy,r) 
IBYy,r)| 1 1 
= udz = —u(y). 
|B(x, 2r)| |B(y, r)| B(y,r) 27 


On en déduit que si x et y sont dans une même boule de rayon r, alors 
u(x) > 27-"u(y), ce qui implique le résultat voulu. 

Supposons maintenant que x et y ne sont pas dans une même boule de 
rayon r. En utilisant le fait que w est un ouvert connexe, donc connexe 
par arcs, il existe une suite de boules (By Ji<j<n’ avec 2 < N’ < Net 
B; € {Bi,...,By} telles que x € Bi, y € By, et B; N B;,1 A Ø pour 
1 < j < N’—1. Notons zo = 0, zn'11 = y et considérons pour 1 < j < N'—1 
un point x; quelconque dans B; N B; 41. En utilisant successivement le fait 
que ze et £e+ı sont dans une même boule de rayon r, on déduit de qui 
précède que 


u(x) > 2 "u(xi) 2- > BOE Te 4) >N u(y). 


On en déduit que u(x) > 27N u(y) pour tout x, y dans w, ce qui conclut la 
démonstration. 


8.2. Solution fondamentale du laplacien 


Nous allons maintenant introduire la notion de solution fondamentale du 
laplacien sur R” et l’utiliser pour avoir une formule de représentation d’une 
fonction à partir de son gradient, ce qui nous servira plus loin à démontrer 
les inégalités de Sobolev. 
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Pour trouver des exemples non triviaux de fonctions harmoniques, on 
peut commencer par chercher des fonctions u radiales, de la forme u(x) = 
v(|x|) où v est définie sur ]0,+00[. En procédant ainsi, on obtient les solu- 
tions particulières suivantes 


alog(|z|) +b sin= 2, 


— +b sin > 3. 


Définition 8.6. On appelle solution fondamentale du laplacien la fonction 
1 
— — log(|x|) sin = 2, 
27 
p(x) = 1 1 
(n= 2)/9" fal"? 
se est la mesure de la sphère 0B(0, 1). 


sin > 3, 


où 
Alors, avec ce choix, on obtient le résultat suivant. 


Proposition 8.7. Supposons que f € C(R”). Alors la fonction u, définie par 
l’intégrale convergente 


(8.4) ule) = f ole- 1) av, 


est de classe C? sur R” et de plus 
—Au = f. 


Remarque 8.8. On peut étendre ce résultat pour considérer des fonctions f 
moins régulières et qui ne sont pas à support compact. Pour nos besoins, 
ce qui est important est uniquement de disposer d’une formule de représen- 
tation pour les fonctions C% à support compact. 


Démonstration. Nous considérons le cas n > 3 (le cas n = 2 est similaire). 
Fixons x dans R”. Alors la fonction y + y(a—y) est localement intégrable et 
on vérifie immédiatement que l’intégrale (8.4) est bien définie. Le fait que u 
soit C? s'obtient en écrivant, par changement de variables élémentaire, 


ule) =f elu) fle = w)ay, 


puis en utilisant le théoréme de dérivation des intégrales 4 paramétres. 
On obtient ainsi que 


Au(e) =f PANE- vay. 


Mais attention : on ne peut pas utiliser ce résultat pour calculer Au a partir 
de la formule (8.4) car la fonction Ay n’est pas intégrable (si on pouvait 
dériver sous l’intégrale on trouverait Au = 0 car Ay = 0, or nous allons 
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démontrer que Au = — f). Pour contourner cette difficulté, introduisons les 
fonctions 


= i 2,,2)-(n-2)/ J= = 
eli) = +) 0 et uate) = f ealu)fe-v) du 
où € > 0. Alors us € C? et de plus 
Aua) =f ee((AS)(e - y dv. 


En utilisant le théorème de convergence dominée, on trouve que Au.(x) 


converge vers Au(x) pour tout x € R”. Par ailleurs, comme ye est une 
fonction Ct sur R” et que f est à support compact, on peut intégrer par 
parties pour obtenir que 


At,(2)=- ‘i (Avely))f(@ — y) dy. 


Un calcul direct nous donne que 


Age(y) = 


n e? 


[SPF] y + pr 


aussi on obtient, après un changement de variables élémentaire, 


(a — ez) 
Au, (x) =, |Sr— r (1+|z |?) }1+n/2 dz 
Pour démontrer que —Au(x) = f(x), il ne reste plus qu’à vérifier que 
1 gn 1 
(8.5) / EE g 
QFP n 


Pour cela, on calcule l'intégrale en coordonnées polaires puis on effectue le 
changement de variable r = 1/5, pour obtenir 


J : dz = |5”! if as 
—,; —— dz = ——————; dr 
a+ ey o TR 

1 t S 
= |S f Ars ds 


— Sn 1 |- 1 M 
n{i+s}2], ? 


ce qui implique (8.5) et conclut la démonstration. 


Nous allons en déduire une formule de représentation de u à partir de 
son gradient. 
Corollaire 8.9. Supposons que n > 2. Pour toute fonction u € C£(R") on a 
1 (x — y): Vu(y) 
IST Jpn |æ- yl” 


(8.6) u(x) = 
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Démonstration. On peut montrer ce résultat par plusieurs calculs directs. 
Nous choisissons de le déduire de la proposition précédente. Écrivons que 
—Au = f avec f = — div(Vu). Alors l'identité (8.4) implique que 


tila) = | ple — y) div(Vuly)) dy. 
Formellement(), le résultat (8.6) s’obtient en intégrant par parties : 
ula) = f Viet - 1) Vul- f E E dy, 


car, pour n = 2 et aussi pour n > 3, on a 


1 2 


Ep 


Volz) = 


Pour justifier cette intégration par parties, il faut être soigneux car la fonc- 
tion y est singulière à l’origine. Pour cela, nous allons écrire que 


(8.7) p(z — y) div(Vu(y)) = div(y(@ — y)Vu(y)) + (Ve) (a — y) - Vu(y), 


puis, étant donnés €,R > 0, on intègre cette relation sur la couronne 
B(x,R) < B(x,€) et on fait tendre R vers +00 et € vers 0. Il suffit de 
vérifier que l'intégrale de div(y(x — y)Vu(y)) converge vers 0. Pour cela, 
utilisons le théorème de la divergence (voir l’exercice corrigé 17.3) : 


| div (p(a — y)Vu(y)) dy = | ylz — y)d,u(y) dS(y) 
B(«,R)\ B(a,e) OB(«,R) 


X f demonas. 
ðB(x,£) 


Le premier terme s’annule pour R assez grand car u est à support compact. 
Pour le second terme, on utilise la majoration 


fa Ca y)Ovuly) ast) < |3B(0, €)| llllr= (080,2) l| Vull r= R»), 


et on note que la norme L® de y sur la sphère OB(0,¢) est de taille 
O(e?—” |loge|) (en toute dimension). Donc, en multipliant ceci par la me- 
sure de la sphère 0B(0,€), on obtient une quantité négligeable quand € tend 
vers 0, ce qui conclut la démonstration. 


() Quand on dit que l’on calcule formellement, on sous-entend que l’on manipule les 
expressions de façon symbolique, en faisant comme si les fonctions étaient régulières. 
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8.3. Régularité des fonctions harmoniques 


Pour conclure, nous nous intéressons à la régularité des fonctions harmo- 
niques au sens faible. 

Par définition, une fonction u à valeurs réelles et appartenant à l’espace 
de Sobolev H+(Q) est harmonique au sens faible si 


(8.8) Vp € CE (9), f Vu- Veda = 0. 
Q 


Notons que si u € C? (Q) vérifie Au = 0 ponctuellement alors u € H! (Q) et 
(8.8) est vérifiée. 


Théorème 8.10 (Weyl). Si u € H!(Q) est harmonique au sens faible, alors 
u € C™(Q). 


Démonstration. La démonstration suivant utilise l’inégalité de Cacciop- 
poli (nous reverrons ce lemme fondamental dans l’étude de la théorie de 
De Giorgi-Nash-Moser). 


Lemme 8.11 (Inégalité de Caccioppoli). Supposons que u € C©°(Q) est har- 
monique et considérons deux boules concentriques 

B(r) = B(xo,r), B(R) = B(xo,R) avec B(r)CB(R)CA 
où xo EQ et0 <r < R. Alors, pour tout c € R, nous avons 


16 
| IVul dx < ax |. lu — cf? dz. 
B(r) (R—r)? Je) B(r) 


Démonstration. Introduisons une fonction 7 € C§°(B(R)), 0<7 <1, telle que 


2 
si i 
(8.9) nar) = 1, [Vn] FR 


Pour construire une telle fonction, on peut procéder en trois temps. On 
commence par choisir une fonction lipschitzienne, qui vaut 1 sur B(0,r +€) 
avec € > 0, et qui vaut 0 hors de la boule B(0, R — €). Puis ensuite, on 
régularise cette fonction par convolution avec une fonction radiale de la 
forme (x) = t” P(-/t) où ® est donnée par (6.4). Comme la convolution 
est une moyenne locale, pour t > 0 assez petit, le produit de convolution 
est vaut 1 sur B(0,r) et 0 hors de B(0, R). De plus, comme la pente de 
la fonction initiale est égale à 1/(R — r — 2e), la fonction que l’on obtient 
par convolution a une pente majorée par 2/(R —r) pour € et t assez petits. 
On obtient alors la fonction 7 désirée en translatant par x. 

Posons maintenant y = (u — c)n* (qui appartient à C$°(Q)). Comme u 
est harmonique, nous avons Au = 0 donc J, pAuda = 0. Comme ¢ est à 
support compact on peut intégrer par parties. Nous obtenons 


Vu: (revu + 2(u— cnn) dx = 0. 
Q 
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On en déduit, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, 
2 2 
J n° |\Vul da < al ju — c| n |Vul |Vn| dx 
Q Q 
2 


1/2 1/ 
<2([ ju e? Vn? ax) (/ ufr) 
Q Q 


ce qui implique immédiatement le résultat voulu en divisant les deux 


membres par ( Jo [Vul n? dz)" : puis en utilisant les propriétés de la 


fonction 7. 


Lemme 8.12. Considérons une boule B(xo, R) CQ. Pour tout k € N*, il existe 
une constante K(R,k) telle que pour tout u € C® (Q) vérifiant Au = 0 on a 


| [Vtu] dz < KR, k) f u? dx. 
B(x0,R/2) B(x0,R) 


Démonstration. Posons B(p) = B(xo, p). Le lemme précédent implique que 
pour tout R’ < R, 


| IWul2de < C(R, R) | lal? dx. 
B(R’) B(R) 


Si u € C©(Q) et Au = 0, alors les dérivées de u sont harmoniques. L’in- 
égalité précédente peut étre appliquée avec les dérivées de u et on en déduit 
que 


Í [Vu]? dz < ne, R") f [Vu ax 
B(R") B(R’) 


<nC(R',R")C(R, r) | Jul? da. 
B(R) 


On obtient le résultat voulu en itérant cet argument. 


Introduisons une approximation de l’identité 


ely) =e "b(y/e) (e€ (0,1), 


où pE CF (R”) est à support dans la boule unité et telle que ¢>0et fọ = 1. 
Introduisons l’ouvert Q; = {x € Q : dist(x, ðN) > e} et définissions, pour 
rez, 


us(2) = J u(y) bea — y) dy. 


Par le théorème de dérivation des intégrales, on a uz € C®©(Q.) et 


Vue (x) = if uly) Vebe(a — y) dy. 
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Notons que, pour tout x € Qs, le support de la fonction y +> de(x — y) est 
inclus dans Q. Comme u € H1(Q), on peut alors, par définition même de la 
dérivation au sens faible, écrire que : 


Vue) = i ti(y)Vy(be(e— 9) dy = f Vuly)be(e— y) dy 
= | (Vu) (a — 2)d.(2) de, 
B(0,e) 


où l’on a utilisé le fait que ġe est supportée dans la boule B(0,¢) pour 
restreindre le domaine d’intégration à cette boule dans la dernière intégrale. 

Montrons que us est harmonique au sens faible dans Qs. Pour cela, on 
commence par écrire que, pour toute fonction w € CX (Qe), 


f Ve: Vode = i . ( f o TOE- DHL az) Vea) as 
5 Î as ( a Yule = 2): Vole) ar) yds 
= Da ([ Vu(t)- Volt + 2) ar) Het 


Notons que si z € B(0,¢) alors la fonction t 4 y(t+ y) est à support 
dans Q car y est supportée dans Qe. Par conséquent, l’hypothése que u 
est harmonique au sens faible dans Q implique que l'intégrale intérieure est 
nulle, ce qui entraîne Jo. Vus-Vodx = 0, d’où le fait que us est harmonique 
au sens faible dans Qe. 

On peut alors appliquer l’inégalité du lemme précédent à uz. Comme ue 
converge vers u dans L?(B(R)), on obtient que us est une suite de Cauchy 
dans H*(B(R/2)) et en passant à la limite on obtient que u € H*(B(R/2)). 
Ce qui prouve que, pour tout s € N, il existe Rs > 0 tel que u € H*(B(R,)). 
Étant donnée une fonction p € C§°(B(R,)), on a qu € H*(B(R,)) et, 
en prolongeant par 0 en dehors de B(R;), on déduit que yu € H*(R”). 
Le lemme 7.55 implique que, si s > n/2 et s—n/2 n’est pas un entier (ce que 
Von peut supposer sans perte de généralité), alors yu est une fonction de 
classe C#- (7/2), Comme ceci est vrai pour toute fonction y et pour tout s, 
on en déduit que u est C°, ce qui est le résultat voulu. 


Nous allons voir d’autres applications de l’inégalité de Caccioppoli. 


Proposition 8.13. Si u € H! (Q) est harmonique au sens faible, alors il existe 
une constante 0 < 1 telle que, pour tour r > 1 et pour toute boule B(r) 


incluse dans Q, 
| \Vul> da < of |Vuļ? dz. 
B(r) B(2r) 
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Démonstration. Nous avons vu que pour tout c, 


16 
(8.10) | |Vul da < =| lu — c|? dx. 
B(r) r B(2r)<B(r) 


On va appliquer cette inégalité avec c = ug(2r)} g(r) (la moyenne de u 
sur B(2r) \ B(r)). Nous avons vu dans la démonstration de l’inégalité de 
Poincaré que si Q est inclus dans une bande {(2’,y) : [y] < R} alors la 
constante C(Q) dans linégalité de Poincaré peut-être majorée par 2R. En 
particulier, 

C(B(2r) \ B(r)) < C(n)r 


et on en déduit que 


| lu — c? da < Cu | |Vul? dz. 
B(2r)\B(r) B(2r)<B(r) 


En combinant cette inégalité avec (8.10), on trouve qu’il existe C’(n) telle 
que pour tout r > 1, 
| \Vul? dz < n) f |Vul? dz. 
B(r) B(2r)\B(r) 
Maintenant, nous ajoutons f B(r) |Vu|? dx aux deux membres de cette in- 
égalité pour en déduire le résultat voulu avec 0 = C(n)/(1+C(n)) < 1. 


Corollaire 8.14. Si u € H!(R") est une fonction harmonique alors u = 0. 


Démonstration. En passant à la limite r — + dans l'inégalité (8.10) appli- 
quée avec c = 0, on obtient que Vu = 0 ce qui implique que u est constante. 
Comme u € L?(R"), on conclut que u = 0. 


8.4. Exercices 


Exercice 8.1 (Lemme des trois droites de Hadamard). 

(1) Soit Q un ouvert connexe borné du plan complexe. Soit f une fonction 
holomorphe sur Q et continue sur 2. En utilisant le principe du maximum 
pour les fonctions harmoniques, montrer que supg |f| = supsa|f| et que, 
de plus, le maximum de |f| ne peut être atteint qu’en un point de OQ sauf 
si f est constante dans Q. 

(2) Soit S = {x+iy : x € [0,1],y € R} C C une bande du plan complexe, 
et soit y: S — C une fonction continue et bornée, qui est de plus holomorphe 
dans l’intérieur de S. On veut montrer que sup, |p| = supss |l. 

(a) Traiter le cas où y a pour limite 0 à Vinfini. 

(b) Soient ô > Oet zo € S tel que [y(20)| > (1—8) sups |p|. En appliquant 
le résultat du (a) à la fonction #.(2) = e&(2—20)" (2), montrer que, pour tout 
€ > 0, 

sup |p| > e “(1 — ô) sup lp]. 
os Ss 


En déduire le résultat voulu. 
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(3) Pour @ € [0,1], on veut estimer Mg := sup er [#(0 + iy)| en fonction 
de Mo et Mı. En appliquant le résultat précédent à la fonction ¢(z) = 
e~**y(z) (A est un réel à choisir), montrer que, pour tout 6 € [0,1], 


Mo < M? ME”. 
Ce résultat s’appelle le lemme des trois droites de Hadamard. 


Exercice 8.2. Considérons une fonction harmonique u € C3(B1) où B1 € R4 
désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1. Considérons une fonction 
¢ € C§°(IR*) à support dans Bı et telle que ¢(0) = 1 et considérons la 
fonction 
w := C7 |Vu]? + Aļul?, 

où À est une constante à déterminer et où |:| désigne la norme euclidienne. 

(1) En utilisant l'inégalité 2a? + 8ab + 8b? > 0 (à démontrer), montrer 
que 

Aw > |Vu]? (24 + A(¢?) — 8 [V¢]’). 

En déduire que, pour À bien choisi, on a Aw > 0. 

(2) En utilisant le principe du maximum, en déduire que 


Vu(zo) < K max lu 
Vu(ao)| < K max [ul 


pour une certaine constante K qui ne dépend que de la dimension d. 
(3) En déduire que 
1 
Vu(zo)| < — max |ul. 
Vulro)| < Fy gax, lul 
(4) On rappelle que u € C% (Bpr(xo)). En déduire que pour tout indice à 
tel que 1 <i <d, ona 
! 


K 
Vôzr ulxzo)| < —— max |z ul, 
[ðs uleo)] < Fry gma ên 


et que 


2K'\2 
R) 


(5) Par récurrence, montrer le résultat suivant. 


[Vð u(z0)| < ( 


max |ul. 
Br(xo) 


Proposition 8.15. Considérons un domaine borné connexe A et u € C(Q)N 
C™(Q) harmonique dans NQ. Alors, pour tout multi-indice a et tout x € Q, 
on a 


SUP u. 


Duo) < (es) su 


dist(x, 0Q 
Exercice 8.3. Soit P, l’ensemble de toutes les fonctions polynomiales de 
degré inférieur ou égal à n. Définissons l’opérateur 


Tu = A((1—|z|?)u). 
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(1) Montrer que si u € P, alors Tu € Py. 

(2) En utilisant le principe du maximum, montrer que si Tu = 0 alors 
= 0. (On appliquera le principe du maximum sur un domaine bien choisi). 
(3) En déduire que si f, g sont des polynômes, il existe une unique fonc- 
tion polynomiale u € C?(B:) telle que 


Au=f dans Bı, u=g sur OB. 


u 


(4) On veut en déduire la proposition suivante. 


Proposition 8.16. Soit g € C°(R®). Il existe une unique solution u € C?(B,)N 
C°(B,) de 
Au=0 dans Bi, u=g sur OB,. 


Pour cela, on considérera une suite de polynômes gn qui converge unifor- 
mément vers g sur Bı. En utilisant le principe du maximum, on montrera 
que les solutions un (données par la question précédente) forment une suite 
de Cauchy. En utilisant l'exercice 8.2, on en déduira la convergence de D° un, 
pour tout multi-indice a. 


PARTIE II 


ANALYSE MICROLOCALE 


CHAPITRE 9 


OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS 


Comment agir sur une fonction pour étudier sa régularité ? Comment agir 
sur une équation aux dérivées partielles pour la conjuguer à une équation 
plus simple ? Il existe de nombreuses réponses à ces questions. Celles que 
nous allons étudier dans cette partie proviennent de l’analyse microlocale. 
C’est une théorie développée depuis les années soixante sous l’impulsion 
notamment de Lars Hérmander, Alberto Calderón, Robert Kohn et Louis 
Nirenberg. 

Il s’agit d’un sujet très vaste), Nous nous bornerons à étudier l’un des 
principaux objets de cette théorie : les opérateurs pseudo-différentiels. Un 
de nos objectifs sera de construire un calcul pseudo-différentiel, c’est-à-dire 
un moyen d'associer à une fonction a = a(x,é) définie sur R” x R” et 
ayant certaines propriétés de décroissance quand on la dérive par rapport à 
la variable €, un opérateur Op(a) dont on peut comprendre les propriétés 
(adjoint, continuité sur les espaces fonctionnels, composition...) simplement 
en regardant les propriétés de a. 

Dans ce chapitre, nous commencerons par étudier la définition de ces 
opérateurs. 


9.1. Symboles 


Considérons un opérateur différentiel P = J- aj<m Pa(@)Oz où les coeffi- 
cients pq appartiennent à l’espace, noté CRP (R”; C), des fonctions C™ qui 


(DNous référons à Hôrmander [66] pour la théorie générale ainsi qu’à Alinhac et Gé- 
rard [3], Chazarain et Piriou [24], Grigis et Sjéstrand [49], Lerner [93], Métivier [99], 
Saint-Raymond [126], Taylor [140], Trèves [144] ou Zworski [152]. Les liens entre l’ana- 
lyse microlocale et l’analyse harmonique sont étudiés dans les livres de Stein [131], Coif- 
man et Meyer [27] et Meyer [100, 101]. 
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sont bornées ainsi que toutes leurs dérivées. La fonction 
p:R®xR®—+C,  pirél= >> palx)(ié)* 
lal<m 
est appelée symbole de P. Avec cette définition, on a 
Peer) = piece ™ 
Considérons maintenant une fonction u dans la classe de Schwartz. En uti- 
lisant la formule d’inversion de Fourier 


= he tsa 


et le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un paramétre, nous 
voyons que l’on peut écrire Pu(x) sous la forme 


Pula) = Dr fe PEE, 


Dans les années soixante, ce point de vue a été utilisé) pour introduire 
des opérateurs qui généralisent les opérateurs différentiels. Ce sont des opé- 
rateurs de la forme précédente, mais où la fonction p(x, €) n’est pas néces- 
sairement une fonction polynomiale. Nous nous proposons dans ce chapitre 
d’étudier la définition de ces opérateurs lorsque p(x, €) est un symbole, c’est- 
a-dire une fonction vérifiant les propriétés de la définition suivante. 


Notation 9.1. Soit Q un ouvert d’un espace R? avec d > 1. On note CS (N) 
l’ensemble des fonctions C'° sur Q qui sont bornées ainsi que toutes leurs 
dérivées. 

Définition 9.2. Soient m € R et p € [0,1]. La classe des symboles d’ordre m, 
notée SR"), est l’ensemble des fonctions a € C°(R” x R”) a valeurs 
complexes telles que, pour tous multi-indices a et 8 dans N”, il existe une 
constante Cag telle que 


V(a,é) ER” xR”, [O6 ale, £)| < Cap( + 1E)". 
Notation 9.3. On ne va s'intéresser dans ce cours qu’à deux sous-classes 
particulières : la classe 57% et la classe SBo- Nous noterons simplement 
(9.1) S™(R") = STR”) 
et 
Ce (R*") = So,o(R"). 
L'indice 0 dans la notation S7)(IR") est superflu bien sûr; on l’a maintenu 


par souci de cohérence avec les notations utilisées dans la littérature (voir 
la section 9.3). 


(2)Notamment par Unterberger et Bokobza [145, 146], Kohn et Nirenberg [82] et Hör- 
mander [61]. 
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On rappelle (voir la notation 7.33) que l’on note (£) le crochet japonais 
défini par 


(6) = (+17)? 
Notation 9.4. On introduit aussi 


Sr hy ae et SP S 
mER mER 
Définition 9.5 (Symboles elliptiques). Soit m € R. Un symbole a € S™(R”) 
est elliptique s’il existe deux constantes R et C' strictement positives telles 
que, 
V(a,€) ER”, | > R = la(x.é)| > ClE)™. 


Les régles élémentaires du calcul différentiel impliquent la proposition 
suivante. 


Proposition 9.6. Si a € S™, bE S™, a, 8 € N° alors 
da € SA, abe sm’. 
On a bien sûr S°(R") c C°(R?"). 


Exemples. 


(1) Si p est une fonction de x uniquement et p € C(R") alors p € 
S°(R”). 

(2) Si p = p(a,€) appartient à C° (R?”) (support compact en x et €) 
alors p € S7. 

(3) Supposons que p(x, €) soit un polynôme en € d’ordre m € N dont les 
coefficients sont des fonctions CR (R”), 


p(2,€)= D. pals)” (pa € OF°(R")). 
lal<m 
Alors p € S™(R"). 

(4) Pour tout m € R, le symbole (€)™ appartient à S™(R”). En effet, 
la fonction R x R” 5 (7,€) + (T? + |€|?)"/? est positivement homogène 
d’ordre m sur R"*? ~ {0} et donc 02 ((r? + |€|?)'/2) est homogène d’ordre 
m — |a|, bornée par Cy(r? + |€|?)("—!2/2, Comme la dérivation en £ et la 
restriction 4 7 = 1 commutent, on en déduit le résultat. 

(5) Le symbole |€| n’est pas dans $1(IR”) car il n’est pas régulier en 0. 

(6) Soit a = a(£) € C™(R” x 0) une fonction homogène de degré m, 
vérifiant 

VA > O0, a(AE) = A™a(E). 


Pour toute fonction x € C° (Rẹ) nulle au voisinage de 0, on a x(£)a(é) € 
S™(R”). 
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(7) Soit a = a(x, £) un symbole elliptique d’ordre m. Alors il existe x € 
CE (IR”) tel que 


1=x(£) = S NRY); 


(8) Soit f = f(x) dans CF (R). Le symbole p(x, £) = f(x)sin(£) appar- 
tient à C (R?) mais pas à S° (R) car la dérivée en € d’ordre a ne décroît 
pas comme (1 + |E) 7°. 


9.1.1. Définition d’un opérateur pseudo-différentiel. Soient m € R 
et p € [0,1]. Pour tout a € SR"), toute fonction u € (R”) dans la 
classe de Schwartz et tout x € R”, la fonction € + a(x, )u(é) appartient 
aS (Re). A fortiori, elle est intégrable et on peut définir 


Op(a}u(x) = (2m)-" i el Eafe, EJR(E) dé. 


On dit que Op(a) est un opérateur pseudo-différentiel et on appelle a son 
symbole. 


Théorème 9.7. Soient m € R et p € [0,1]. Si a € SR") et u € F(R”), 
la formule précédente définit une fonction Op(a)u de A(R"). De plus, Op(a) 
est continu de S (R”) dans Z (R”). 


Démonstration. Notons que a(x,£) est une fonction C® sur R?” qui est 
bornée ainsi que toutes ses dérivées par des puissances de (£). Par ailleurs, 
à € .S(R”"), donc on peut appliquer les formules du calcul intégral de 
Lebesgue et on vérifie facilement que Op(a)u € C% (R”). Nous nous conten- 
terons de démontrer des estimations. 

En utilisant |(£) "al, < +00 et HE g < +00, nous obtenons 
Vinégalité 


|Op(a)u(a)| < en f KE al] pw [CE ral, à E72” de, 


qui implique que Op(a)u est bornée avec 


|Op(a)ul| > < C Nm+2n (tu) 


où l’on a noté M (Y) = Een sp ERA les semi-normes cano- 
niques sur l’espace de Schwartz (voir la définition 5.3); rappelons (voir la 
proposition 5.8) que la transformation de Fourier est continue de .7(R") 
dans .7(R”) et que 


Nn hon (ü) < Cm+2n Nin+3n41(u). 


Pour estimer les autres semi-normes dans .Y de Op(a)u, il faut main- 
tenant regarder les dérivées et les multipliés par les monômes de Op(a)u. 
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Pour cela, on se ramène au cas déjà étudié à l’aide des formules (à vérifier 
en guise d’exercice) 

Ax, Op(a)u = Op(a)(Ax,u) + Op(ô.,a)u. 

x; Op(a)u = Op(a)(x;u) + Op(de, a)u. 


Ainsi, æ%*05 Op(a)u peut se récrire comme une combinaison linéaire de 
termes 


Op(970a)(x°" 95 vu). 


On s’est ramené au cas précédent. Ce qui montre que Op(a)u appartient à 
F(R”) et que l’on a des estimations des semi-normes de Op(a)u en fonction 


d’une somme de semi-normes de u. 


9.2. Continuité des opérateurs pseudo-différentiels 
Théorème 9.8. Si a € CY (R?”), l'opérateur Op(a) se prolonge de manière 


unique en un opérateur continu Z (L? (R”)). 


Ce résultat est dû à Calderôn et Vaillancourt [18]. Nous allons suivre la 
démonstration de Hwang (voir [67, 93]) et, pour simplifier les notations, 
nous supposerons que la dimension d’espace n est inférieure ou égale à 3 
(sinon il suffit de remplacer le polynôme P(C) ci-dessous par (1 + |¢|?)*, 
où k est un entier tel que 4k > n). 

Introduisons le polynôme 


P(¢)=14+(|¢P (CER”, n=1,2,3). 


Lemme 9.9. Étant donnée une fonction u € A(R"), on introduit sa trans- 
formée en paquets d’ondes, qui est la fonction 


Walz) = f Pæ- yuldi (E8) ER”). 


(i) Alors Wu est une fonction C°(R?") et de plus pour tous multi-indices 
Q, B, Y; 
sup P(x)|€| |ogofwWu)(e, €) < +00. 
R2n 
(ii) Il existe une constante A telle que 
(9.2) | Well z227) = Allull racer) 


pour tout u dans Z (R”). 
(iii) Pour tout y € N°, il existe A, telle que 


[3z Wull 12 an) < À,lulz2(Rr). 
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Démonstration. (i) On calcule que 

r(a20fWuy(a,6) = f ile (eve) (in on (PC = y) uly) du 
et on intègre par parties 
E (A202Wu) («, £) 

(nn ; . ” URRA 1 ijai 

= D D OF Ow (or tes) @ — eS ay. 

PHY” =Y 
Le fait (déjà vu) que (€)~? soit un symbole d’ordre —2 entraîne 

[CE TIR Cal ECO 

d’où l’on déduit que 

|3" (1/P)(z — y)| < Call + |æ — yl?)~* < 2Ca(1 + xl) (1 + [yl?), 
ou la derniére inégalité provient du fait que 
1+ |a|?=1+|e-y+yl? < 14212 — yl? + 2lyl? < 2(1 + |e- yl?)(1 + yl’). 


(ii) Pour tout x € R”, Wu(z,-) est la transformée de Fourier de y > 
u(y) P(x — y)~+. Donc 


D -112 
Ji Of 8 = e" f Pe- ay 
d’après la formule (5.8) de Plancherel. Alors 


JW OP dé ae = enn ff UPE- v dude = Azur. 


(iii) Le dernier point s'obtient directement en combinant les observations 


précédentes. 


Remarque 9.10. Définissons pour x € R”, (y,n) € R” x R”, 
Vino? YP ey)", 
et 
Wuly,7) = (u, Gyn) rR) = "Waly, n). 
On a alors la formule de reconstruction 


u(x) -1 Put ment) dy dn, 


où À est la constante définie par (9.2). En effet, d’après (9.2), l'opérateur 
W :=W]/ VA est une isométrie donc 


WW =I, 


et on en déduit le résultat voulu. 
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Lemme 9.11. On a 
(E) = e** 8 (I — Ag) (e*$Wu(z, 8) 


et 
1 


———e**£(T — A, )(e SWE, x)). 
Bayne U- Aee WEE, 2)) 


u(x) = 
Démonstration. Comme (I — Ae)et¥ E = P(X)eiXé, on a 


e" taé) = eSa dy = (I — Ag) AAR — y) "u(y) dy. 


De façon duale, en utilisant la transformation de Fourier inverse, nous avons 


Te) = oe | En) an 
= aa! ~ Ax) f cil P(E — 1) 5(n) dn, 


qui implique la seconde identité. 


Démonstration du théorème 9.8. Compte tenu de la densité de .7(R”) dans 
L?(R"), il suffit de démontrer l'inégalité 


[Opla})ull z2 < Cul re 


pour tout u dans .7(R"). Considérons deux fonctions u,v dans .7(R”) et 
posons 


rs i | et Sa(x, É)a(é)T(r) dé dr. 


On veut montrer que |I| < C|lul|z2||v||z2. Pour cela, nous allons récrire I 
comme un produit scalaire dans L?(R?") de fonctions faisant intervenir Wu 
et Wo. 


Commençons par écrire I sous la forme 
I= f l a(x, £) [a ~ Ag) (Wala, 9) |v) dé dr. 


Comme (I — Ag) (e*”$Wu(z, £)0(x)) appartient à .7(R?*), on peut intégrer 
par parties en € et déduire que 


I= i | [a — Ae)a(x, €) Wulx, je" T(x) dé dr. 


En utilisant l'identité pour v, il vient 


I= / i [a — Asa(z, €) Wu(a, €)(I — As) (ec SWA(E, x)) dé dr 


et en intégrant par parties en x, 


r= | [E-A [(U- Adale, §)) Wule,6)]e WHE, 2) de de, 
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donc 
T= E Can ff Ogefale,QazWule, WTE, ae ar de. 
1BI<2,1al+l71<2 


On conclut la démonstration avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les résul- 
tats précédents : 


[32 Wull 12m) < A llull z2»), 
[WEE 2) || z2) F Allo 2 = A(2m)”/? lull 12), 


où l’on a utilisé la formule (5.8) de Plancherel dans la dernière inégalité. 


9.3. Généralisations 


Définition 9.12. Pour m € R et 0 < 6 < p < 1, la classe de symboles 
Srs (R”) est l’espace des fonctions a € C% (R?”; C) telles que, pour tous les 
multi-indices a dans N” et 8 dans N”, il existe un constante Cag telle que 


[3z dE a(r,€)| < Cop(1 + [E7 tA, 
On dit que a est un symbole d’ordre m et de type (p, 6). 
Remarque 9.13. Notons que CY (R?”; C) = 9o (R°”). 


Pour tout nombre réel m € R et 0 < 6 < p < 1, et pour tout symbole 
a € SFR"), en utilisant des arguments similaires à ceux utilisés pour 
prouver le théorème 9.7, on peut prouver que Op(a) est un opérateur continu 


de A(R") à A(R”). 
Enoncons une généralisation du théorème 9.8 au cas de symboles géné- 
TAUX. 


Théorème 9.14 (Calderén-Vaillancourt). Soit a dans S$ 5(R”) avec 0 < ô < 

p<£<letô <1. Alors Op(a) peut être étendu comme un opérateur borné de 

L?(R") à lui-même. De plus, 

lOp@lleu2)<C sup sup sup (+1) 1/9 ale, E) 
lal<[$1+1181<15141 (x,6) ER?" 


pour une certaine constante absolue C ne dépendant que de n, p, 6. 


Nous n’utiliserons pas ce résultat et nous nous référerons à [19] pour la 
preuve. La borne précise en termes des semi-normes de p est prouvée par 
exemple par Coifman et Meyer [27]. 


Remarque 9.15 (continuité sur L”). Un opérateur pseudo-différentiel d’or- 
dre 0 et de type (p, 6) n’est pas borné en général sur les espaces de Lebesgue 
L? (R”) avec p 4 2. Néanmoins, Fefferman a prouvé dans [40] que, pour tous 
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nombres réels 6 et p tels que 0 < 6 < p < 1 avec 6 < 1, et tout symbole 
a € S™,(IR"), l'opérateur Op(a) appartient à -2 (L? (R”)) à condition que 
A 
2 
Nous renvoyons également à David et Journé (voir [34]) pour le caractère 
borné des opérateurs pseudo-différentiels sur LP (R”) lorsque p = 1 = ô. 


1 
m<—n(l DE 


Le but d’un des exercices donnés à la fin de ce chapitre est de montrer que 
le théorème 9.14 n’est plus vrai lorsque (p,6) = (1,1). Ceci signifie qu'un 
opérateur d’ordre 0 et de type (1,1) n’est pas borné en général de L?(R”) 
dans L?(R”). Cependant, le résultat suivant, dû à Stein, affirme que un tel 
opérateur est borné de H*(R”) dans H*(R”) pour tout s > 0. 


Théorème 9.16 (Stein). Supposons que a € S},(R"). Alors l'opérateur 
Op(a) € Z (H'(R”)) pour tout s > 0 et Op(a) € Y(C®*(R”)) pour tout 
a € (0,1). 


Nous n’utiliserons pas ce résultat et renvoyons au livre de Métivier [99] 
pour la preuve. 


9.4. Exercices 


Exercice (corrigé) 9.1 (Opérateurs semi-classiques). Soit h € ]0,1] et soit 
a = a(x, Ë) un symbole qui appartient à Cp°(R*”). On définit 


=. 1 e” Sa(a, h€)a(E) dé. 


Op,,(a)u(x) = 
Nous voulons montrer que 


Opn (@)ll gere) < Care la] + O(h'/?), 


(1) Montrer que 
Opp (a)u(z) = (Op(an)un)(h7'/?2) 
an (x, £) = ah 7x, h? ?E), un(y) = (hy). 


(2) En déduire qu’il existe une constante C et un entier M tels que pour 
tout a € CZ (R?”) et tout h € ]0, 1], 


lOp, (a)l gere) 


<C sup |a(z,é)|+C sup sup _h1/20lal+I8)| ogofa]. 
(x,£)ER?" 1<|a|+|81<M (x,€)ER?” 


Nous renvoyons au livre de Zworski [152] pour une étude systématique des 
opérateurs semi-classiques. 
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Exercice 9.2 (Transformation en paquets d’ondes). Soit u: R — C dans la 
classe de Schwartz .“(R). La transformée en paquets d’ondes de u est la 
fonction Wu: R x R > C définie par 


a = f efoto ut dy 


(1) Montrer que (x,£) œ> xWu(x,ë) et (x,£) œ> EWu(z,é) sont bor- 
nées sur R?. Montrer plus généralement que Wu appartient à la classe de 
Schwartz .7(R?). 

(2) Montrer que, pour tout x ER, 


/ Wal, €)|? dé = 27 | C0 22 lu(y)|? dy. 


En déduire qu’il existe une constante A > 0 telle que, pour tout u dans 


F(R), ona 
[fra of ar ae =A f luto) ay. 


(Il n’est pas demandé de calculer A.) 
(3) Montrer que pour toute fonction u dans la classe de Schwartz Z (R), 


Wu(x,€) = ce (Wa)(E, x), 


pour une certaine constante c (il n’est pas demandé de calculer c). 
(4) Soient € € ]0, 1] et u dans la classe de Schwartz .7(R?). On introduit 


Weu(x, £) = 2-3/4 | eile—v) €/e—(@-9)"/2e u(y) dy. 
R 
Vérifier que A~!/?W¢ est une isométrie puis montrer qu’il existe K telle que, 
pour tout € € ]0,1] et toutes fonctions u et v dans la classe de Schwartz 
S(R), 
||oWeu — WE (vu) |) z2) < Ke™*|18,0|| 2 ce) lull): 

(5) Montrer qu’il existe K’ telle que, pour tout € € ]0,1] et toute fonc- 

tion u dans la classe de Schwartz Z (R), 


|igWou — WE (esu < Kel/? lull race). 


MIeaceey 
Nous renvoyons aux articles de Cordoba et Fefferman [28] et Lerner [92] 
pour l'étude de la transformée en paquets d’ondes. 


Exercice 9.3 (Un opérateur non borné sur L°). Soit x € C§°(R) telle que 
suppx C {E ER, 2°77 < |g < 27}, x(€)=1 si 2/4 < |e] < 2/4. 


Posons 


+00 
a(a,£) = exp(—i2/æ)x(2 0). 
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(1) Montrer que a € C™(R?) vérifie 
(OS dE a(r,8)1 < Ca,s(1 + [EDIT Vas 8 € N?, v(a,€) € R?. 
Est-ce que a appartient à S° ou à C2 (R?) ? 
(2) Soit fo une fonction de la classe de Schwartz dont la transformée de 
Fourier fo est à support dans l'intervalle [—-1/2, 1/2]. Pour N € N, on pose 


>; = exp(i2/x) fo(x). 


2 J 


En utilisant la formule de ee montrer que 


N 
Ifvilze = (S257?) Molle < € 
j=2 


(3) Montrer que 


(4) Conclure. 


Exercice 9.4. Fixons M > 0. Soit q(x,€) une fonction C% sur R” x R”, 
à support dans {(x, £) : [| < 3}. On suppose que, pour tout 6 € N” tel que 
|B] < (n/2) + 2, on a 


V(r, E) ER” xR", |A2q(x,8)| < M. 


(1) Introduisons Q(z, z) = en" f e’* q(x, €) dé. En utilisant la rela- 
Rre 


tion çet” = izei*£, montrer que, pour a € N”, on peut écrire la fonction 
z > 2%Q(x,z) sous la forme d’une transformée de Fourier d’une fonction 
que l’on précisera. 

(2) En déduire que, pour tout |a| < (n/2) +2, il existe une constante Ca 
telle que 


JP Ql)? az < CM? 
Puis en déduire que f |Q(z, z)| dz < CM. 
(3) Soit f € A(R"). Montrer que Op(q = fa (x,x — y) f(y) dy 
puis en déduire 


lOp(@)flln~ < CMI flle. 


Exercice 9.5 (Continuité sur les espaces de Hölder). Le but de ce problème 
est d'étudier l’action d’un opérateur pseudo-différentiel sur les espaces de 
Holder. Nous renvoyons aux notes de cours de Guy Métivier [98, Chap. 10] 
ou à son livre [99] pour la correction. 
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On notera C, Ca, Ca,g,... des constantes absolues (où Ca dépend du 
multi-indice a...) qui ne dépendent ni des symboles, ni des inconnues. 
Considérons un symbole p = p(x, €) qui est C% sur R” x R” et tel que 


agape, E)| < Ca,a(t + IEN. 


On rappelle que les espaces de Hölder peuvent être étudiés à l’aide de 
la décomposition de Littlewood-Paley (voir le paragraphe 5.4.2). Pour fixer 
les notations, rappelons qu’il existe deux fonctions yo et x, C% sur R”, 
à support respectivement dans la boule {|| < 1} et dans la couronne 
{1/3 < |E] < 3} et telles que : 


V(a,£) € R” x R”, 


+00 
VEER", xol€)+ >> x28) = 1. 
j=0 


Introduisons 


prix, €) = p(#,€)xo(€), p(z, €) = p(z, €)x(2-7€)_ pour j EN. 
(1) Montrer qu'il existe M > 0 telle que, pour tout 8 € N” vérifiant 
IBT< (n/2) +2, on a 


2-81 (Yj EN). 
(2) Montrer que 
IOp(p-1)fllre < CIF. 
(3) Soient a = a(x, £) un symbole et À € R}. Posons b(x, €) = a (a/A, A£). 
Notons H) l'application qui à la fonction u = u(x) associe 
(Hju)(x) = u(Ax). 


Montrer que Op(a) = Hy o Op(b) o Hy" et en déduire que, si Op(b) est 
borné de L® dans L®, alors Op(a) l’est également et ils ont alors la même 
norme. 

(4) Pour tout j € N, montrer que l’on peut choisir À; de sorte que 
p(x, £) = pi(À; z, Az€) soit à support dans {(x,€) : |€| < 3}. En utili- 
sant l'exercice 9.4, en déduire que 


lOp(p;) fll; < Cll fllz~. 
(5) Introduisons f_1 = xo(Dz)f et fx = x(2-* Dz) f pour k > 0. Montrer 


que 


Op(p;)f = XO Op(pi)fe. 
|j-k| <3 
(6) Montrer qu’il existe C > 0 telle que pour tout j € N et tout f € 
F(R”), on ait 
lOp) flg < Cllfllcor2~”. 
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(7) Soit a € N° vérifiant |a| < 1. Montrer que pour tout j € NU {-1}, 

ona 
de Op(p;) = Op(q;) où q(x, £) = (GE + Oz) Dj) (x, €). 
En répétant les étapes précédentes, montrer que 
OF Opps) fll zoo < Col || floor. 
(8) (+) Soit (fj) une suite de fonctions C'(R”) qui vérifient 
laz fll- S M2(lal-r") pour tout |a| < 1. 

Montrer que f = >> f; appartient à C°"(R”) et que sa norme est bornée 
par CM. 


(9) Conclure : Op(p) est borné de C™”(R”) dans lui-même pour tout 
r € ]0,1[. 


CHAPITRE 10 


CALCUL SYMBOLIQUE 


10.1. Introduction au calcul symbolique 


Rappelons (voir (9.2)) que l’on dit qu’une fonction a = a(x,£) définie 
sur R” x R” et à valeurs complexes appartient à la classe S$” (R”), pour un 
certain nombre réel m, si pour tous multi-indices a et 5 dans N”, il existe 
une constante Cag telle que 


V(a,é)ER™ xR", [O6 a(x, 6) < Capt ley"! (a, BEN”). 


Étant donnés m € R, un symbole a € S™(R”) et une fonction u dans la 
classe de Schwartz .“(R”), nous avons vu que l’on peut définir Op(a)u € 
F(R”) par 


Op(a)u(z) = (2n)-? f el? Salm, £)a(€) dé. 


Nous avons aussi vu que si a € S°(R"), alors Op(a) s’étend de manière 
unique en un opérateur borné de L?(R”) dans L?(R”). 

Considérons deux opérateurs pseudo-différentiels A = Op(a) et B = 
Op(b) de symboles a,b € S™(R”). Alors AA + uB est un opérateur pseudo- 
différentiel de symbole Aa + ub € S™(IR"). Les questions qui vont nous 
intéresser dans ce chapitre concernent les opérateurs AoB et A*. Nous allons 
voir que ce sont aussi des opérateurs pseudo-différentiels et que l’on peut 
calculer leurs symboles. Le calcul symbolique est justement le procédé qui 
permet de manipuler des opérateurs en travaillant au niveau des symboles. 

Dans cette première section, nous allons voir trois situations bien dis- 
tinctes dans lesquelles on peut facilement étudier la composition et le pas- 
sage à l’adjoint pour les opérateurs pseudo-différentiels. 

Ces situations correspondent aux cas suivants : 


(A) les multiplicateurs de Fourier (symboles ne dépendant pas de x) ; 
(B) les opérateurs différentiels (symboles polynômiaux en £); 
(C) les opérateurs de microlocalisation (symboles à support compact 


dans R?”). 
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A. Multiplicateurs de Fourier. Soit A = Op(a) avec a = a(&) indé- 
pendant de x. Alors A est un cas particulier de multiplicateur de Fourier. 
Rappelons qu’un multiplicateur de Fourier est un opérateur linéaire qui 
agit sur L? ou Z’ en multipliant la transformée de Fourier d’une fonc- 
tion (ou d’une distribution tempérée) par une fonction donnée, appelée le 
symbole. Étant donnée une fonction m = m(€) à valeurs complexes, le mul- 
tiplicateur de Fourier de symbole m est l’opérateur, noté m(D,,), défini par 


m(Dz)f(é) = mE) F). 


Sim € L®(R”) alors m(D,) est bien défini sur L?(R”) et m(D;) € Y(L?). 
Si m € C™(R”) est à croissante lente au sens de la définition 5.25, alors 
m(D,) est continu de Z’ (R”) dans .7’(R”). On vérifie directement que 


m(Dz)m2(Dz) =m(Dz) avec m(£) = mı (E)m2(8), 


m(D,)* =m*(D,) avec m* (£) = m(€). 
Exemples de multiplicateurs de Fourier 
— O,, est le multiplicateur de Fourier de symbole 7§;. 


~ Le laplacien A est le multiplicateur de Fourier de symbole — |é|’. 
— La transformation de Hilbert est le multiplicateur de Fourier de sym- 


bole —i€/|é| (€ € R). 


— La racine carrée de —A est le multiplicateur de Fourier de symbole 


l= JE te. 
— Soit s € R. L’opérateur qui réalise l’isomorphisme canonique de H* 
sur L? est le multiplicateur de Fourier de symbole (€)* où (£) = (1+|€|?)!/?. 
— Considérons l’équation 


du + iD,)°u = 0, ult=o = uo. 
Cette équation peut se résoudre par le théorème de Hille-Yosida (voir [12]) 


ou par la transformation de Fourier. L’opérateur qui envoie la donnée ini- 
tiale ug sur la solution au temps t est le multiplicateur de Fourier de symbole 


exp(—it(£)°). 


B. Opérateurs différentiels. Considérons deux opérateurs différentiels 
A= JS ao B= X` re 
lal<m lal<m’ 


où les coefficients aa, ba appartiennent à C°(R”). Introduisons leurs sym- 
boles 


a(,6)= J ag(x)(ié)*, ba) = D balw)(i€)*, 


la|<m jal<m’ 
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de sorte que À = Op(a) et B = Op(b). Notons eg la fonction exponentielle 
xt été, Alors 


(Ace) (x) = aa, f)ee(2), (Bee) (a) = b(x,É)e(x). 


De plus, pour toute fonction régulière b(x, £), 
Albee) (2) = DL aal) (ble) 
= Seat (GE + Ax) blæ, £)) e7: 
a sta ng J lee 
=e S a (fale €)) (O86(a, €)), 


BEN" 


rial 


où l’on a utilisé la formule de Taylor pour un polynôme. On en déduit le 
résultat suivant. 


Proposition 10.1. Si A et B sont des opérateurs différentiels, alors Ao B est 
un opérateur différentiel de symbole 


a#ole,£)= S zarg (Fale, E) (0 0(2,6)). 
acN” ` 


Noter que la somme est finie puisque dfa = 0 si |a| > m. 


Démonstration. L'opérateur Ao B est bien sûr un opérateur différentiel et 
on a vu que (Ao B)eg = (a#b)eg 


Exercice. Soit A est un opérateur différentiel. Montrer que A* est un opé- 
rateur différentiel de symbole 


a” (x, €) = 5 Tg? Ora (x +3. 


C. Opérateurs de microlocalisation. Les opérateurs de localisation, de 
la forme u + qu où y € CS°(R”), sont essentiels en Analyse. De même que 
les opérateurs de localisation en fréquence, qui sont des multiplicateurs de 
Fourier u > y(D,;)u avec y € CE (R”). Les opérateurs pseudo-différentiels 
permettent une localisation simultanée en x et en €, en considérant un opé- 
rateur Op(a) avec a € C§°(R?"). Si a € CS (R?”), on dit que Op(a) est un 
opérateur de microlocalisation. 

Nous allons voir que l’adjoint d’un opérateur de microlocalisation est un 
opérateur pseudo-différentiel dont le symbole n’appartient pas nécessaire- 
ment à C§°(R2”) mais appartient à tous les espaces S™(R”) pour m < 0. 


226 CHAPITRE 10. CALCUL SYMBOLIQUE 


Proposition 10.2. Soit a = a(x,€) un symbole appartenant à CS (R?"). Alors 


a” (a, €) = ery" fe “a(x — y, € — n) dy dn 
définit un symbole a* appartenant à S~° et 


(Op(a)u, v) = (u, Op(a")v) 


pour tous u,v dans F(R”). 


Remarque 10.3. Un objectif de ce chapitre sera de démontrer un résultat qui 
étend la proposition précédente au cas d’un symbole général a € ST®. Nous 
commençons par regarder le cas a € ST car l’analyse est alors beaucoup 
plus facile. Le lecteur notera en particulier que les intégrales qui apparaissent 
dans la démonstration ci-dessous n’ont aucun sens si a est un symbole gé- 
néral. 


Démonstration. Soit u € F(R”). Comme a est à support compact, on peut 
utiliser le théorème de Fubini pour écrire 


Op(a)u(e) = (2r)7" I el? a(x, JA) dé 


= (2n)-" i eit fala, €) ( J T ay) dé 
= (27) ff eae, g)uly) dy ag 
= (ony | ( f etag, eae) ula) dy 


= J K (e, y}u(y) dy 


où K = K(zx,y) (appelé noyau de Op(a)) est donné par 


K(2,y) = (20) i ei) alr, €) dé 
= (2n)-"(Fea)(a,y — 2), 


où Fea(x,¢) = f e~*Sa(a,€) dé est la transformée de Fourier de a par 
rapport à la seconde variable. On en déduit que K € .7/(R?"). 
Maintenant, si v est aussi dans . alors 


(Op(a) o= f(f Ken (z, y)u (y) dy) WT dr 
= fw o dx) dy, 


Donc 
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donc (Op(a)u, v) = (u, (Op(a))*v) avec 


(Op(a))*o(2) = J KW, a)u(y) dy. 


* 


Retenons que Op(a)* est un opérateur de noyau 


K* (x,y) = K(y, x) = (27) ” J eu) aly, 0) dé. 


On veut écrire K* (x,y) sous la forme K*(x,y) = (27) "(Fea*)(x, y — x). 
Alors on doit avoir 


a(x, £) = (an) fe *( Fea") (a, 2) de 
= fez + z)e $ dz 
= fez — yje V6 dy 
= (2n)-" 1 ( I ETO) eV dy 
= (27) " J e O-Sa(a — y, 0) dy dé 
= (27) // e "a(x — y, — n) dy dn. 


Les calculs déja faits au début de la démonstration entrainent que Op(a)* 


est l’opérateur pseudo-différentiel de symbole a*. 


10.2. Intégrales oscillantes 


Pour étendre les résultats de la section précédente à des opérateurs 
pseudo-différentiels généraux, nous aurons besoin de définir certaines inté- 
grales, appelées intégrales oscillantes, qui jouent un rôle crucial en analyse 
microlocale. Elles sont de la forme 


feaa) dz (z eR, N21). 


On dit que ¢ est une phase et que a est une amplitude. On supposera 
toujours que a est une fonction C% de RY dans C et que ¢ est à valeurs 
réelles. 

On note N ici la dimension car on appliquera les résultats de cette partie 
avec N = 2n. En effet, ces intégrales apparaissent naturellement pour définir 
des symboles. Par exemple, remarquons que pour (xo, ĉo) fixé dans R” x R”, 


a” (xo, £0) = GT" f enaa — y, ĉo — n) dy dn 
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s'écrit sous la forme 
a (0.60) = | et ula) dr 


avec N = 2n, x = (y,n) et (x) = -y 7. 

Si a est le symbole d’un opérateur différentiel, polynomial en x, l’intégrale 
est évidemment divergente au sens classique. Pour lui donner un sens, l’idée 
est que, sous une hypothèse de forte oscillation du terme e’?), on peut 
compenser la croissance de a. 


A. Lemme de la phase non stationnaire. L’analyse des intégrales os- 
cillantes est basée sur le lemme de la phase non stationnaire, qui exprime 
la décroissance d’une intégrale oscillante en fonction d’un grand paramétre. 


Lemme 10.4 (Lemme de la phase non stationnaire). Soit N > 1, € CX (RY) 
une fonction à valeurs réelles et f € CS(R\). Soit V un voisinage du 
support de f. On suppose que 


inf [Vo(x)| > 0. 
Alors, pour tout entier k et pour tout À > 1, 


[eros dx 


où Cp est une constante indépendante de À et de f. 


< CAT sup ||OF fll me). 
lal<k 


Démonstration. Introduisons l’opérateur différentiel 
Ve: V 
= —i Mer où Vo V = aca 

Vel 


qui est bien défini car la différentielle de la phase ne s’annule pas. De plus, 
L vérifie, pour tout A € R, 


L(t?) = de®, 
et donc L*(e()) = \¥e¥(), Alors, en faisant des intégrations par parties 
successives, on en déduit que 


AP FeO je) dx = [eent dz, 


uao eert) 


1<j<N 


Notons que ('L)* est un opérateur différentiel d’ordre k dont les coefficients 
sont C% (et dépendent de 4). On obtient donc le résultat voulu en majorant 
la dernière intégrale par | CL Flee On obtient de plus que la constante Ck 


ne dépend que de k, inf [Vo et SUPJo<k+1 OP] Lee - 
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B. Définition d’une intégrale oscillante 
Définition 10.5. Soit m > 0 un nombre réel. L'espace A™ des amplitudes 


d'ordre m est l’espace des fonctions a € C*°(R%;C) telles que 


VaeN", sup |(1+|2|)~"d%a(x)| < +00. 
zERN 
On introduit les normes 


llall,n g := max sup a + |x|) "ES a(x)|. 
| lal<k geRN 


Nous supposerons que ¢ est une forme quadratique non dégénérée, de la 
forme 
d(x) =(Az):2 (we RN), 
où A € My(R) est une matrice symétrique inversible. Alors V(x) = Ax et 
nous pourrons appliquer le lemme de la phase non stationnaire. 


Théorème 10.6. Soient m > 0, @ une forme quadratique non dégénérée 
sur RY, a € A™ ety E€ S(RY) telle que Y(0) = 1. Alors la fonction 


I(E) := f atu(es) da 
converge quand £ tend vers 0 vers une limite indépendante de p, qui est 
égale à fe'®?™a(x) dx si a € L\. Quand a ¢ L}, on continue de noter la 
limite f e'?™a(x) dx et on a 


(10.1) i et a(x) dx 


< Cm lalm m+N+1 $ 


Démonstration. Nous voulons utiliser le lemme de la phase non stationnaire, 
ce qui nécessite de faire apparaître un grand paramètre. Pour cela, nous 
allons utiliser une décomposition dyadique de l’unité. Rappelons comment 
obtenir une telle décomposition : commençons par considérer une fonction 
Xo € C§°(RX;R) qui est radiale et qui vérifie xo(r) = 1 pour |z| < 1/2, 
et Xo(æ) = 0 pour |z| > 1. On pose ensuite x(x) = xo(x/2) — xo(x). Cette 
fonction x est supportée dans la couronne {1/2 < |x| < 2}. De plus, pour 
tout x € RY, on a l'égalité 


1 = xo(x) + D x (2). 
j=0 


Rappelons que la convergence de cette série ne pose pas de problèmes car, 
pour tout x € RY, on a y(27?x) = 0 pour tout entier p assez grand. Posons 


P 


Sp(x) = Xo(x) + X x(27 2x) = xo(2 tz) 
j=0 
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et introduisons les intégrales (convergentes) 


Ip = fe @a(a)Sp(a) dz, R,(e):= f aa- (ex) ,(e) dz. 


Il suit du théorème de convergence dominée que 


I(e) = fat ae = lim ea (x) (ex) Sp(x) dz. 


p— +00 


Aussi, par définition, 


fee alaye), dz = I, — Rp(e). 


Par conséquent, il suffira de démontrer que la limite limp—-+oo Ip existe et 
que lim;_,+00 Rp(e) = Ole). Cela établira que l'intégrale I(e) a une limite 
quand € tend vers 0 et que cette limite est indépendante de w. 

Après changement de variables z = 27Px, on a 


Ip- Ip = i et?” 12) a(2P 2)x(z)2N? dz, 
où l’on a utilisé le fait que ¢ est quadratique pour écrire p(tz) = t?¢(z). 
Sur le support de y(z) on a |z| > 1/2, donc 
inf |Vd¢(z)| > co > 0 


ZESUPP xX 


et on va pouvoir appliquer le lemme de la phase non stationnaire. Préci- 
sément, en utilisant le lemme 10.4 avec f(x) = a(2?x)x(x) et À = 2”, 
on obtient que, pour tout k € N, 


[Oz NP dz < CoP eek max f laele a(2Px)x (x))| dx, 


où l’on a utilisé le fait que supp x est contenu dans la boule B(0, 2). L’hypo- 
thése que a est une amplitude d’ordre m entraine qu’il existe une constante 
K > 0 telle que pour tout p > 1, 


| [0% (a(2Px)x(x))| dx < Kopllal+m) lall, 
[e| <2 
On en déduit que 
JE OFIAR de < RO E a 
On choisit k = N + m + 1 en sorte que 


|Ip — lp- i] < KON+m+127P all, N+m+1° 
De méme, on obtient que 


RE) — Rps(e)| < 602 ?. 


Ce qui implique le résultat voulu. 
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C. Une inégalité de H6rmander. Le but de ce paragraphe est de prouver 
un joli résultat, dont la démonstration permet de mettre en œuvre plusieurs 
idées très utiles en pratique. 

Considérons une famille d'opérateurs Tp, dépendant d’un petit para- 
mètre h, de la forme 


(T, f)(E) := ip RE ha(e,€)f(a)de (€ ER"). 


Supposons que la phase ¢ est à valeurs réelles et que l’amplitude a est à 
support compact en x et en €. Alors, on vérifie facilement que, pour tout 
h > 0, Ty est une application linéaire continue de L?(R") vers L?(IR"). Nous 
allons démontrer une estimation, due à Hérmander [62], qui énonce que si 
la hessienne mixte Dre n’est pas singulière sur le support de l’amplitude, 


alors h-"/?7}, est uniformément borné dans Z(1?). 


Théorème 10.7. Soit a € CE (R” x R”). Si D € CCR? x R”) est à valeurs 
réelles et vérifie 


(x,€) E€ suppa => dét Egeo] #0, 


alors il existe une constante C telle que, pour tout h € ]0,1] et tout f € 
L°(R"), 


ITa flig < Ch”? | fle. 


Remarque 10.8. En combinant cette inégalité avec le fait que 


Tr fll noe < | FIL 


et le théoréme de convexité de Riesz-Thorin 18.13, on trouve que, si p € [1, 2] 
et 1/p + 1/p' = 1, alors 


ITa flee SR Ifl, fE CER”). 


~N 


Démonstration. Nous utiliserons des résultats classiques sur les opérateurs 
bornés sur Z(L?). D'abord, l'égalité |T|| 2412) = IT*||z(12, On en déduit 
que |TT*| 22) S ITa: Comme par ailleurs 


IT* fre = RTS) = (TT* f, f) < ITT leas Wife. 
on vérifie que 


2 ok 112 * 
ITa = IT lza) = ITT l22)- 
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Par conséquent, il suffit de démontrer que la norme”) d’opérateur de ThT h 
est bornée par Ch”. Ecrivons 


(mE = / KxlE,n)f(n) dn 
ou 
K, (én) = / ei) PM) han, Eyal, n) de. 


On utilise ensuite le lemme de Schur (démontré à la fin de cette preuve) qui 
énonce qu’un opérateur à noyau, de la forme 


(THa) = | Kæ) 
vérifie 
2 Tla) < sup [ike wlee+sup [1K (2,u)) ay. 
Il reste donc à estimer le noyau Kp. Quitte à introduire une partition de 
Punité (voir la proposition 17.35), on peut toujours supposer que le support 


de a est inclus dans une boule de diamétre 6 petit. On peut donc se borner 
à considérer le cas où € et 7 sont proches. Alors 


|x (B(x, £) — B(x, n))| = [Prez ME — n) + OE — nl?) > dé — nl, 
et on est en mesure d’utiliser le lemme de la phase non stationnaire pour 
obtenir la majoration 


ee 
Kaem < On (SEH), 
pour tout N € N. Comme par ailleurs Kp, est bornée, on en déduit que 
d’où 


si J [KAE dé < Oh", sup j Ka(£, mldn < Ch”, 
n 


ce qui conclut la démonstration. 


Lemme 10.9 (Lemme de Schur). Soit K(x, y) une fonction continue sur 
R” x R” telle que 


sup | |K(e.y)|de < Ar, sup | |K(@y)]dy < As, 
Yy x 
Alors l'opérateur P de noyau K, défini pour u € C§(IR") par 


Pulz) = / K (ae, y)u(y) dy, 


(On utilise fréquemment le fait qu’il est plus commode d’estimer la norme d’opérateur 
de TT* que celle de T ; on dit alors que l’on utilise « l'argument TT* ». 
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se prolonge de façon unique en un opérateur continu de L?(R") dans 


L? (R”) et 
IPullze < V 4142 |lullz2. 
Démonstration. D’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz 
Pula)? < fiK enlo dy [1K (e,y)lay < Ae FIKEI ua) av, 
d’où 


J |Pu(a)|? dr < Ag if LA (a, y) u(y)? dy dz 


< Aa Ju (f IKa) ay 
< Ara | u(y)? du 


ce qui implique l’inégalité voulue. 


Remarque 10.10. Le lemme de Schur implique que si f € L! et g € L?, alors 
If * gllre < |lfllzllgl|z2. Pour le voir, il suffit d’observer que 


Lx g(x )= | Keel y)dy où K(z,y) = f(x — y). 


L’inégalité voulue provient du lemme de Schur avec A = ||f|11. 


10.3. Adjoint et composition 


Soit s € R. Rappelons que l’espace de Sobolev H*(R") est l’espace des 
distributions tempérées f telles que (1 + |€|?)°/?f(€) appartient à L?(R”). 
On munit cet espace de la norme 


2 aA. LIEIS Fy 2 
Ie = or Ja + FOP ae. 


Pour énoncer le résultat principal de ce chapitre, il sera commode d'utiliser 
la définition suivante. 


Définition 10.11. Soit m € R. On dit qu’un opérateur est d’ordre m s’il est 
borné de H#(R”) dans H“~™(R”) pour tout u € R. 


Exemple 10.12. 

— L'identité est un opérateur d’ordre 0 et le laplacien est un opérateur 
d'ordre 2. 

— Un opérateur différentiel P — Vlol<k Pal@)Oz avec k E N et pa € 
CR (R”) est un opérateur d’ordre k (non trivial à démontrer en partant de 
la définition des espaces de Sobolev pour u E RN N). 
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— L'opérateur de convolution par une fonction dans la classe de Schwartz 
est un opérateur d’ordre —oo (ce qui veut dire qu’il est d’ordre —n pour tout 
n € N ou encore qu'il envoie H~™(R”) = Uer HS (R”) dans H®(R”) = 
Nser HR”). 

Dans ce chapitre, nous démontrerons (et donnerons un sens à) lénoncé 
suivant. 

Théorème 10.13. 
(i) Si a € S™(R”) alors Op(a) est d’ordre m. 
(ii) Supposons que a € S™(R”) et b € S™ (R”). Alors Op(a) o Op(b) est 


un opérateur pseudo-différentiel de symbole noté a#b et défini par 
able €) = (27) ff eX Maa, blyn) dE du 
De plus, Op(a) o Op(b) = Op(ab) + R où R est d’ordre m + m’ — 1 et plus 
généralement, l'opérateur 
1 Q Q 
Op(a) © Op(b) — on( sara (tale. 6) (O28) ) 


est d’ordre m + m/ — k — 1, pour tout entier k € N. 
(iii) L’adjoint Op(a)* est un opérateur pseudo-différentiel de symbole a* 
défini par 


a*(x, €) = (27) " I e= a(x — y, € — n) dy dn. 


De plus, Op(a)* = Op(@) + R où R est d’ordre m — 1 et plus généralement 


Op(a*) — op( 5 A 


1 GER 
R) 
lal<k i 


est d’ordre m — k — 1 pour tout entier k € N. 


Corollaire 10.14. Si a € S™(R”) et b € S™(R”). Nous noterons {a,b} le 


crochet de Poisson de a et b défini par 


Oa Ob db da 
{ab}= Do (5e Ox; 06; 2m) 


1<j<n 


Alors le commutateur 


[Op(a), Op(b)] = Op(a) o Op(b) — Op(b) o Op(a) 


est un opérateur d'ordre m + m’ — 1 dont le symbole c peut s’écrire sous la 
forme 


1 , 
c= -{a,b} +d, où c'esmtm-2, 
i 
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Pour démontrer le théorème 10.13, nous commençons par étudier l’adjoint 
avec la proposition suivante. 


Proposition 10.15. Soit m € R. Si a € S™(R”) alors l'intégrale oscillante 


a*(a,€) = (2x) " J e Va (x — y, £ — n) dy dn 
définit un symbole a* qui appartient à S™(R”). 


Démonstration. Notons ¢(y,7) = —y: n. Alors est une forme quadratique 
non dégénérée sur R?” (ona (X) = (AX)-X où À est la matrice symétrique 
inversible A = —$ (?4)). Étant donné (x, €) € R” x R”, on note bz,¢(y, n) = 
a(x — y,£ — n). Pour étudier bz ¢, nous allons utiliser l’inégalité suivante qui 
a déjà vu dans la démonstration de la proposition 7.40. 


Lemme 10.16 (Lemme de Peetre). Soit n > 1. Pour tout m E R et tout €, 
dans R”, on a 


(E+ m)™ < all (eylrl ny. 
Le lemme précédent implique que 
(En) <2lml(gy™ (nim VE ER”. 
Alors, l’hypothèse que a est un symbole entraîne que 
|og a(x — y, £ — n)| < Caplt — nl < Caplé—n)™ 
< Cap all (ey™ (n 
< Cas AE + ly? + [nl yr? 


pour tous a, 3 dans N”. Par définition des classes d’amplitudes, on en déduit 


que 
bye € Al™(R?”) 
et de plus 
= —|ml 9298 Z m 
[esl al imitant = yay aX an gy GI MO bayun) < CE. 


Comme a* (x, £) est une intégrale oscillante : 


9=ffe ‘4d, e(y, n) dy dn, 


l'estimation précédente et l'inégalité (10.1) impliquent que (€)~a* est une 
fonction bornée. Il reste à estimer les dérivées. Pour cela, nous allons dé- 
montrer que a* est C® et que, pour tout tout multi-indices a, 5, on a 


dee (a*) = (0 2f a). 
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Admettons cette identité. Alors ’argument précédent appliqué avec le sym- 
bole CNE € $™—II(R”) au lieu de a € S™(R”) implique que 
(Ep Ve Do da") 
est bornée pour tous a, 8 dans N”. Ce qui prouve que a* est dans S™(R”). 
Il reste à démontrer que 0207 (a*) = (ozo a)*. Pour cela, nous allons 
montrer que l’on peut différencier l’intégrale oscillante qui définit a* sous le 


signe somme. Rappelons que, pour toute fonction 4 € C$°(R?") telle que 
#(0) =1, ona 


a*(a,€) = im ffe ax — y, — bey, en) dy dn. 
E=} 
Nous allons utiliser encore une fois un argument d’intégration par parties 
qui repose sur l'identité 
OEUF AEM =A TA A e n, 
Comme on intègre des fonctions régulières à support compact, on peut in- 
tégrer par parties et obtenir que 


ffe ‘waa — y, € — n)V(ey, en) dy dn 


=! enw _ k k alx h y, £ = n)wley, en) 
aE Aa ire ne Joe 


Rappelons que l’on a montré que 
|37 azale — yE = m| < Cra Ea + In. 
Par ailleurs, 
ERAT < Caa a + In < aA e 


On vérifie alors facilement que, si k > (n + [m|)/2, alors on peut utiliser le 
théorème de convergence dominée et en déduire que 


, 2 iuni a(x — y,€ — n) 
a” (zx, €) = ffe (I A,)°( An)" + lyd + nF dy dn. 


Le point clé est que l’on a écrit a* (x, €) sous la forme d’une intégrale conver- 
gente au sens de Lebesgue, et dont l’intégrande dépend de façon C% des 
paramètres x, €. On vérifie pour conclure que l’on peut appliquer le théo- 
rème de dérivation sous le signe somme pour les intégrales convergentes au 
sens usuel de Lebesgue. 


Proposition 10.17. Soient m € R et a € S™(R"). Alors, pour tous u,v dans 
F(R”) ona 

as Ju, v) = (u, Op(a*)v), 
où Cig) fen F( g(x) dz. 


10.3. ADJOINT ET COMPOSITION 237 


Démonstration. Pour démontrer ce résultat, nous allons faire l'hypothèse 
supplémentaire que a est à support compact en x. 

La démonstration est basée sur des arguments de continuité et on com- 
mence par munir les classes de symboles $”(IR”) de la topologie la plus na- 
turelle, qui est celle d’espace de Fréchet. Rappelons que la classe de Schwartz 
S(R”) est aussi un espace de Fréchet dont la topologie est induite par la 
famille de semi-normes suivante, indexée par p € N, 


Me) = D sup ro p(x)]|. 
lal+1él<p 


La convergence d’une suite (ox )ren de (R”) vers une fonction y € Z (R”) 
équivaut donc a 


VpEN, lim p (yr — @) = 0. 
k— oo 


De façon similaire, la topologie sur la classe de symboles $”(IR”) est induite 
par la famille de semi-normes suivante, indexée par p € N, 


M= > sup Sg orak aleg] 


la|+181<p EER” xR” 


La convergence d’une suite de symboles équivaut à la convergence au sens 
des semi-normes : pour m € R, on dit qu’une suite (ag) de symboles appar- 
tenant à S"(R”) converge vers a dans S™(R”) si et seulement si 


vp S N, ns Mg” (ak > a) = 0. 


Lemme 10.18. Soient m € R, a € S™(R") et (ax) une suite de symboles 
appartenant à S™(R”) et qui converge vers a dans S™(R”). 


(i) Pour tout u € A(R"), la suite (Op(ax)u) converge vers Op(a)u dans 
F(R”). 

(ii) La suite (af) converge vers a* dans S™(R”). 

(iii) Soient £ € R, b € S'(R") et (be) une suite de symboles appartenant 
à S'(R") et qui converge vers b dans S'(R"). Alors (axbx) converge vers ab 
dans S™**(R"). 


Démonstration. On a déjà vu que si a € S™(R”) et u € A(R") alors 
Op(a)u € F(R”). La démonstration de ce résultat entraîne directement le 
résultat énoncé au point (i). De même, la proposition précédente démontre 
le résultat de continuité énoncé au point (ii). Enfin, le résultat énoncé au 
point (iii) est une conséquence directe de la règle de Leibniz. 


Lemme 10.19. Soit x € CS(R") vérifiant x(0) = 1. Introduisons re(£) = 
X(EË) — 1. Alors re converge vers 0 dans S'(R”). 
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Démonstration. On va montrer que ogre) < Cael& tlel pour tout 
multi-indice a dans N”. Pour a = 0, on écrit 


re(é) =e | x (te) Edt 


et on en déduit (€)~'r-(€) = O(c) car x’ est bornée. Pour |a| > 0, on vérifie 
directement que 


16a- 198 re()| = elell-1(g)lel- 108 x (06) 


puis on utilise la majoration 


jee 29x (e8)] < Kee AEE] < sup| (oy! ox (O)| 


pour obtenir le résultat désiré. 


On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme. Considérons un 
symbole a = a(z,€) € S’™(R”). On fixe x € C§°(R”) vérifiant (0) = 1 et 
on introduit, pour tout k € N*, 


ax(x, £) = x (€/k) a(x, £). 
Comme ay, est à support compact en € et aussi en x (par hypothèse supplé- 
mentaire sur a), on peut appliquer la proposition 10.2 pour écrire que 
(10.2) (Op(ag)u, v) = (u, Op(aï)v). 
Pour démontrer le théorème, il nous reste à voir que l’on peut passer à la li- 
mite dans cette égalité. Pour cela, on commence par combiner le lemme 10.19 
avec le point (iii) du lemme 10.18 pour obtenir que (ax) converge vers a dans 
S™ (R?) pour tout m’ > m. Le point (ii) du lemme 10.18 implique alors que 
(aj) converge vers a* dans S™ (IR). On peut alors appliquer le point (i) 
de ce lemme pour obtenir que Op(ax)u converge vers Op(a)u dans Z (R”) 
et de même, on obtient que Op(aj)u converge vers Op(a*)u dans Z (R”). 
On peut alors passer à la limite dans l'identité (10.2), ce qui conclut la 


démonstration. 


On peut maintenant définir l’action de Op(a) sur une distribution tem- 
pérée. Pour cela, rappelons le principe que nous avons vu dans le chapitre 
sur la transformation de Fourier. Soit a € S™(R”) avec m € R. Alors 
Op(a): A(R”) > -(R”) une application linéaire continue. On définit alors 
un opérateur A de .7’(R”) dans .Y’(R”) par 

V(u,v) € A(R"), (Au, 0). 4x. = lu, Op(a*)d). 
Alors la proposition 5.20 montre que l’opérateur A ainsi défini prolonge la 
définition de Op(a). On le note donc encore Op(a). 


Nous allons pour conclure ce paragraphe considérer la composition des 
opérateurs pseudo-différentiels. 
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Soient A; = Op(a1) et Az = Op(a2) deux opérateurs pseudo-différentiels. 
Supposons que a, et az appartiennent à C§° (R?”) et considérons u € Z (R”). 
Alors 


Ay Agu(st) = (2r)7" i e'ta (2, £) Aral) dé 
et 


La @ = / EVE Aou(y) dy 
= (27) f | e¥E-Nao(y, n)Gl(n) dn dy 


donc 
A; Agu(x) = (27) 7?" JT: tunti&(@—W) a, (x, €)aa(y, na(n) dé dy dn. 


Ainsi, on obtient que A; Aou(x) est égal à 


em" f et "(ny r ff eala „Dalum dé du) a(n) an. 


Formellement, A; A2 = Op(b) où 


(103) Ben = (0 ff el Ea (x, Baal yn) dé dy. 
La formule qui définit b est encore une convolution. 


Proposition 10.20. Si a} € S"1(R") et a2 € S2(R°), alors Op(ai)oOp(a2) = 
Op(b), où b = ai#a2 € S"1TM2(R") est donné par l'intégrale oscillante 


b(z, 9) = (27)" J ii SE) ED ay (x, 2)aa(y, n) dé dy. 


Nous ne verrons pas la démonstration, analogue à celle concernant l’ad- 
joint. 

Nous avons vu dans cette section que, pour tout m € R et tout a € 
S™(R"), on peut définir Op(a) sur l’espace des distributions tempérées. 
En particulier on peut définir Op(a)u pour tout u dans un espace de Sobolev 
H®(R") avec s € R quelconque. Grâce à la proposition précédente sur 
la composition, nous allons maintenant voir que Op(a) est un opérateur 
d'ordre m comme cela a été affirmé dans le point (i) du théorème 10.13. 


Proposition 10.21. Soient m E€ R eta € S™(R"). L'opérateur Op(a) applique 
H*(R") dans H*~™(R”) pour tout n > 1 et touts ER. 


Démonstration. Pour u € R, notons (1 — A)#/? le multiplicateur de Fourier 
de symbole (£)# = (1 + |€|?)#/?. Alors (1 — A)#/? est un isomorphisme de 
H*(R") sur L?(R"). Il suffit donc de montrer que l’opérateur 


Asm := (I — A)&~™!? o Op(a) o (I — A)*/? 
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est borné de L?(R”) dans L?(R”). Remarquons que si b = b(£), alors 
Op(a) o Op(b) = Op(ab) 


donc Op(a) o (1 — A)~*/? est l'opérateur de symbole a(x, €)(€)~*. Comme 
a € S™(R") et que (€)~* € S~*(R”), le produit de ces deux symboles 
appartient à S’—*(R”). D'un autre côté, pour manipuler (I — A)&~™/? o 
Op(a(é)~*/ 2); on utilise le théorème de composition qui implique que As m 
est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole appartient à S°(R”). 
C’est donc un opérateur borné sur L?(IR”) d’après le théorème de continuité 
démontré dans le chapitre précédent. 


Il reste pour conclure à démontrer la partie concernant le calcul symbo- 
lique des opérateurs pseudo-différentiels. Pour cela, introduisons la notion 
de somme asymptotique de symboles. Cette notion permet de donner un 
sens rigoureux à des affirmations telles que : a est la somme d’un terme 
(généralement son symbole dit principal) et d’un reste « meilleur ». 


Définition 10.22. Soit a; € S's (IR”) une suite indexée par j € N de symboles, 
telle que mj décroît vers —oo. On dira que a € $’°(R”) est la somme 
asymptotique des a; si 


VkEN, a- Due SORT 


On note alors a ~ $- aj. 


Proposition 10.23. 
(i) Soient m E€ R et a € S"(R"). Alors 


* 1 a gaa 
a > 4; avec Aj = D golg Oe. 
(ii) Soient mı, ma € R. Sia; € SR") et ag € S’™(R"), alors 


a #a2 ~ 5 Aj avec Aj = y za 7 (08 a) (ae az). 
j 


jal=J 


Remarque 10.24. Dans la pratique, par abus de notations, on écrit simple- 
ment 


* 1 a Ia 
a~ 5 jlola! Oz oe a 
et i 
aHa ~ X Torg (061) (A242). 
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Démonstration. Nous nous bornerons à démontrer le point (i). On utilise la 
formule de Taylor (dont l’énoncé est rappelé à la fin de la démonstration de 
cette proposition) 


(—y)* (—n)? 


a(x — y,Ë — n) = 5 =a gr On Be Aa, §) + rile E yn) 
ja+B|<2k 
avec 7 
relz, £, y,n) = 5 2k ( 2 C raple, yn) 
ļa+8|=2k 
et 


Ae 
= f (1 — 46-1986 a(x — ty, € — tn) dt. 


Nous allons utiliser le calcul suivant (qui est détaillé à lexercice cor- 
rigé 10.1) : pour tout a et 8 dans N”, 


=n =i Oe z? 0 si œ £ 8, 
Po fe | aa = ans sia = £. 


Ce résultat implique que la somme sur |a + 8| < 2k correspond au déve- 
loppement asymptotique recherché pour a*. Il ne reste alors plus qu’à dé- 
montrer que 


J nenm dy dy € SM. 


Nous allons intégrer par parties pour traiter rag. En notant simplement * 
des constantes numériques différentes, on obtient (2) 


J enyan rasle, E, y, n) dy dn 
y J ag (e7 n)nPrap (2, £, y, n) dy dn 
=x / en S- (On? 02-7 rap (x, €,y,) dy dn 
SA 
— 5 * / RU eae (x, 3 Y, n) dy dn 
= 
EN J VND -7087ra p(x, E, y, n) dy dn. 
Y 


(2)Si a € A" et b € Af, pour a € NY ona, 


| +P aaa) dz = [2-29 etala) dz. 
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Par définition de rag, on a 
DO Irag (x, & Y, n) 
1 
= | (1 — £)2#- 142-211 gat+6—-192+8-Ya(a — ty, £ — tn) dt. 
0 


Comme y < a et y < Bona |y| < k et |a +8- 7| > k, donc 
DANONE NG € SM—E, Alors 


J regn dyan = fe eu Eyn) dy dn, 
où sp est une amplitude 54 € Al"-Él avec 


Il $e ll|m—a|,Jm—k| +2041 < CET. 


On en déduit que 
Cie f e naen) dy dn 


est borné et ensuite que f e7 "ry (x, E, y, n) dy dn appartient à SF, 


Afin d’être complet, nous démontrons la version de la formule de Taylor 
qui a été utilisée ci-dessus. 


Théorème 10.25. Soit u une fonction de classe C! sur R”. Alors, pour tous 
x et y dans R”, ona 


1 k š igas 
u(x +y) = 5 g y Oe ule) + 5 ae. (1 — t)*-1(02u) (a + ty) dt. 
lal<k ` lal=k ~~ 


Démonstration. On vérifie que 


d 1 
FX quteue+w) = ( =) 0 (x + ty) 
lal=k-1 ` Bl=k ‘a<B,la|=k-1 
-E(D vont +0) 
Bl=k ‘1<j<n 
k 
= Y Ëy Oba) (e+ ty) 
Bl=k Fe 


Donc la fonction 


vérifie v(1) = u(x + y) et 


v(0) = 5 + y0%u(2), Ov, = 5 Eyfa -aule + ty), 


laļ<k ` ja|=k 
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T 


de sorte que la formule de Taylor est une conséquence du théorème fonda- 


mental du calcul intégral. 


10.4. Applications du calcul symbolique 


10.4.1. Action sur les espaces de Sobolev. Nous allons donner une 
autre démonstration du résultat suivant que nous avons déjà vu au chapitre 
précédent. 


Proposition 10.26. Si a € S°(IR"), alors Op(a) est borné sur L? (R”). 


Démonstration. Posons A = Op(a). L'idée est la suivante, comme 
Aull} = (Au, Au) = (A* Au, u), 


pour montrer l’inégalité Aulla <M lulla pour un certain M > 0, il suffit 
de montrer que (Bu,u) > 0 où B = M — A*A. Notons que B est un 
opérateur auto-adjoint. Pour prouver que B est positif pour M assez grand, 
nous allons montrer que l’on peut écrire, approximativement, B sous la 
forme d’un carré. Précisément, nous allons montrer que l’on peut écrire B 
sous la forme 


B=C*C+R, 


où C = Op(c) avec c € S°(R”) et R= Op(r), r € Sut. 
Choisissons M > 2sup |a(«,€)|’, et prenons : 


c(x,£) = (M — a(z, €)|")"”. 


On vérifie assez facilement que c appartient à S° (R”). Le théorème de com- 
position des opérateurs implique que C*C = M — A*A + R où R = Op(r) 
avec r € S71. Ainsi 


2 2 
||Aullz2 < M ||ullz2 + (Ru, u). 


Il faut maintenant majorer l'erreur (Ru, u). Comme |Rul?2 = (Ru, Ru) = 
(R*Ru,u), R sera continu dans L? si R*R l’est, avec 
1/2 
IRlzcze) < IRRI- 

Or r*#r € S57? : en itérant l'argument, on voit qu’il suffit de montrer que, 
pour k assez grand, tout opérateur de symbole r € S~* est continu sur L?. 
Nous allons montrer ce résultat en utilisant le lemme de Schur et la remarque 
suivante : si r € S7”! alors le noyau K(z,y) de Op(r) est une fonction 
continue bornée, car 


dé 
<C 
Tare 
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De plus, (2;—y;) K(x, y) est le noyau de Op(ide,r) € Op S7”? € Op ST"! 
donc en itérant (n+1) fois, on trouve finalement (1+|a—y|"*!)K (a, y) < C. 
La décroissance de K à l'infini implique en particulier : 


J [K(2,y)| de < A, f |K (æ,y)|dy < A. 


On conclut la démonstration avec le lemme de Schur. 


10.4.2. Applications aux problèmes sous-elliptiques 
Proposition 10.27. Soient u E R et e € S un symbole tel que 
V(a,€) E R”, e(z, £)| > c(1 + |E)”. 


Alors el appartient à ST! . De plus, pour tout s € R, il existe des constantes 
Ko, Kı > 0 telles que, pour tout u € H°, 


ullas < Ko |lOp(e)ul gen + Kilul|zrs-1- 


Démonstration. Le fait que e~' € S7# se démontre directement. Alors 


ee! = 1 +b avec b € S~! et on en déduit 
Op(e™+) Op(e)u = Op(1)u + Op(b)u = u + Op(b)u, 


ce qui entraîne 


|Op(e)ull gs-u 
F Op(®) || serre pre) 


On utilise alors le point (i) du théorème 10.13 pour conclure. 


lulla» < NOp(e | serrure) 


|u| prs—1. 


Proposition 10.28 (Inégalité de Garding). Soient m € R et a € S™(R”) un 
symbole tel que 


de > 0/ V(x, £) € R”, Rea(x, £) > c(1+|€|)”. 
Alors il existe des constantes Co, C1 > 0 telles que, pour tout u € F(R”), 


| 


Re(Op(a)u, u) > Co |lullzzm/2 — Crile From 2- 


Remarque 10.29. La proposition précédente reste vraie si a est un symbole a 
valeurs matricielles (dans ce cas Rea = a+ a*). La démonstration se réduit 
à montrer que, pour tout symbole a € S° tel que a(z,€) est hermitienne 
uniformément [pour (x,£) € R? x RÌ] définie positive, il existe b € S° tel 


que b(x, €)*b(a, €) T a(z, £). 


Démonstration. Pour démontrer cette inégalité, qui est une relation entre 
la positivité d’un symbole et celle de l'opérateur associé, nous allons utiliser 
le calcul symbolique pour écrire A = Op(a) sous la forme d’un carré (c’est- 
à-dire P*P) plus un opérateur d’ordre m — 1. 
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B 


Posons 


1 
B:=ReA= z (A+A), 


de sorte que Re(Au, oe = (Bu,u). Comme A* € Op(a) + OpS™1, on a 
B = Op(b) avec b = $(a+a*) = Rea + d où d € sm}. 

On note alors e is racine carrée positive de Rea, qui est un symbole 
appartenant à S™/2. De plus, la composition des symboles est telle que 


fi=e#te—Reae STE, 
On en déduit que b = e*#e + g où g = d — f € S™~!. On peut alors écrire 
Re(Au, u) = (Op(b)u, u) 
= (Op(e)* Op(e)u, u) + (Op(g)u, u) 
= ||Op(e)u||z2 + (Op(g)u, u) 
2 ||Op(e) 


( 
(e)ul|52 — llOp(9)ull ra -m7 lullzron-272- 
La proposition précédente implique que 

llullam < Ko l[Op(e)ullz2 + Ki llull rrom/2-1, 
et le théorème de continuité des YDOs implique que 


[Op(g)u]lga-m2 < Kollullzom-172. 


En combinant les inégalités précédentes, on obtient le résultat voulu. 


Exercice. Montrer l’amélioration suivante. Soient m € R4 et a € S™(R”). 
Supposons qu’il existe deux constantes c, R telles que, 


If] > R = Rea(z, £) > cfg). 


Alors, pour tout N, il existe une constante Cy telle que, 
c 
Re(Au, u) > 5 lulli — Cullullĝr-x, 


pour tout u € A(R”). [On utilisera les inégalités suivantes : (i) 2ry < 
nz? + (1/n)y? et (ii) pour tout £ > 0 et tout N > 0, il existe Czy > 0 telle 
que 


lulla- < ellullz2 + Cenlula-s, 


ce qui résulte de l'inégalité facile (£)7? < e? + Cz, (f)~7% .] 
Rappelons la notation du crochet de Poisson, 


ða ðb Ob Oa 
{a,b} = ` 
2. dé; Ox; 0&; Ox; 
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Théorème 10.30. Soit P = Op(p) un opérateur pseudo-différentiel tel que 
p = pı + po avec pı € SR") et po € SÛR"). Supposons qu'il existe une 
constante c telle que, 

pi, Pi} > c(1 + [él). 


Alors il existe une constante C telle que 
lulla < C ||Pullz2 + Cul 22. 


Remarque 10.31. La condition précédente sur i{p1, pr} s'appelle la condition 
d’hypoellipticité de Hörmander. On vérifie facilement que pour tout p € 
C1(R") à valeurs complexes, le crochet de Poisson i{p, p} est une fonction 
à valeurs réelles. 


Démonstration. Introduisons l'opérateur Q = P* P — PP*. Alors 
Pulz- = (P*Pu,u) 

= (PP*u,u) + ((P*P — PP*)u,u) 

= ||P*ullz2 + (Qu, u) 

> (Qu, u). 
Ainsi, toute estimation de positivité de Q donnera une estimation sur 

2 

I Pul|z2. 

Rappelons d’abord que si A = Op(a) € Op S™ et B = Op(b) € Op S2, 
sont deux opérateurs pseudo-différentiels, alors A* € OpS™ et [A, B] € 
Op s™+™2-1. De plus, 

1 
A* € Op(@)+Ops™-!, [A Ble Op(={a,b}) + Op smtma-2, 
i 
Donc Q = Op(q) avec q = q1 + qo où qı € S'(R"), qo € S°(R”) et 


lo 
a= zD} 


Par hypothèse, on en déduit que Req: > clé] si |§| > R. L’inégalité de 
Garding implique que 
1 


Re(Qu,u) > à 


2 
lulz — Cllull£e. 


Ce qui conclut la démonstration. 


10.5. Exercices 


Exercice (corrigé) 10.1 (Calculs d’intégrales oscillantes). 
(1) Soit a € A™(R” x R”). Montrer que, pour tout j tel que 1 < j <n, 
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(2) Soit a € A"(R"). Montrer que : 
g aly a 1 iy @ 
ari ¥*a(y) dy dx = sx J° 4% a(x) dy dr = a(0). 


(3) Soient a, 8 € N”. Montrer que : 


1 few EE ital {? | sia # $, 
(27)” a! 6! (=i) Ja! si a = B. 
Exercice (corrigé) 10.2 (Somme asymptotique de symboles). 

(1) Soit (m;);en une suite strictement décroissante d’entiers telle que 
lim;_,1 M; = —oo. Considérons une suite de symboles (a;);en vérifiant 
a; € S™ ainsi qu'une fonction y € CS°(R”) telle que x = 1 au voisinage 
de 0. 

(2) Montrer qu’il existe une suite €; — 0 telle que, pour tous a, 8 si on 
pose a,;(x,€) = (1 — x(e;€))a;(#, £), on a, pour tout j assez grand : 


VE) ER” xR", a2aPa,(e,8)| < a + fé, 
(3) On pose a=} jen 4j. Montrer que cela définit bien une fonction C®. 
(4) Montrer que, pour tout k € N*, a — J` jop aj € S™*. 
Exercice (corrigé) 10.3. Soit a € S™(R"), pour un certain m € R. 
(1) Rappeler l'expression du noyau de Op(a). 
(2) Montrer que, si m = —oo, alors le noyau est C. 
(3) Soient x,y € R” tels que x Æ y. Soient ġ, Y € C§°(R”) telles que : 
(a) @ vaut 1 au voisinage de x; 
(b) Ÿ vaut 1 au voisinage de y; 
(c) supp(¢) N supp(4) = Ø. 
Montrer que Mz Op(a)My appartient à Op(S7%°) où M, et My désignent 
respectivement les multiplications par @ et w. 
(4) Calculer le noyau de M, Op(a)My en fonction du noyau de Op(a). 
(5) Montrer que le noyau de Op(a) est C' au voisinage de (x, y). 


Exercice (corrigé) 10.4. Si Q C R” est un ouvert, on appelle SR (Q) Pen- 
semble des fonctions a : Q x R” — C telles que, pour toute 6 € CE (Q), ga 
appartient à S™(R”). 

(1) Pour tout a € SR (Q), on définit, pour toute fonction u « conve- 
nable » : 

Vren, Opala)ule) = i ef €a(n, E)R(E) dé. 
(27) Jin 

(a) Montrer que cette formule définit un opérateur CF (Q) > C%(Q). 

(b) Pour toute ¢ € Cp°(Q), on note M, : C® (Q) + C (R”) l'opérateur 
qui, à u, associe ou (prolongée par 0 en dehors de Q). 
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Montrer que, pour toute v € CF (Q), si 6,6 € C$(Q) valent 1 sur le 
support de v, alors : 


(Op(¢a))"v = (Op(¢a))*v 

(c) En déduire qu’on peut étendre Opg(a) en un opérateur de £’ (Q) vers 
BQ). 

(2) On suppose que A : C§°(Q) — C| (N) est un opérateur linéaire véri- 
fiant la propriété suivante : pour tout ¢,w € CE (Q), Mp AMy, appartient 
à Op(S™). 

On va montrer qu’il existe a € SiR (Q) tel que A = Opg(a)+ R, pour un 
certain opérateur R de la forme : 


Ru: xz E€ Q — | K(x, y)u(y) dy 
Q 


avec K € C©(Q x Q). 

On rappelle (voir la proposition 17.35) l'existence d’une partition de 
Vunité de Q, c’est-à-dire une suite (d;);en d'éléments de C£°(Q) vérifiant 
les deux propriétés suivantes : 

— pour tout K C Q compact, {j : supp(y;) O K # Ø} est fini; 
— pour tout z € Q, D7, yj(£) = 1. 
(a) Montrer que, pour toute u € C (Q), cela a un sens d'écrire : 
Au= X Aju 
j,kEN 
où on a noté Aj, = My, AM y,. 

(b) On note J = {(j,k) : supp(d;) N supp(yx) Æ Ø}. Montrer que 
Duker Ajk est de la forme OpA(a) avec a € SF (Q). 

(c) Montrer que, pour tout (j,k) ¢ I, Ajk est un opérateur à noyau C®™. 
Montrer que le support du noyau est inclus dans supp(w,;) x supp(wx). 

(Indication : utiliser l'exercice 10.3.) 

(d) Démontrer le résultat voulu. 


Exercice (corrigé) 10.5 (Paramétrice d’un problème elliptique). 
Soit P(€) un polynôme en €, de degré m, à n variables, tel qu’il existe 
R,C > 0 tels que 
I> R = [P(E] > CIE. 

Si P(€) vérifie ces propriétés, on dit que le multiplicateur de Fourier P(D) 
est elliptique. 

(1) Soit x € CSS (R”) telle que x = 1 sur la boule B(0, R) = {|é| < R}. 
Montrer que, pour tout u € C§°(R”), l'intégrale suivante a un sens (au sens 
des intégrales oscillantes) 


EE N 
my | E PO Ork 
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(2) Soit U un ouvert borné ne contenant pas 0. On considère la distribu- 
tion T sur C§°(U) définie par : 


Tw) = Gaye ff EP tO aes 


Montrer que T s'identifie à une fonction de L?(U). 

(3) De même, montrer que, pour tout a € N”, OT s'identifie à une 
fonction de L?(U). En déduire que, sur C§°(R” x~ {0}), T s’identifie à une 
fonction de C®(R” x {0}). 

(4) Montrer que P(D)T = ôo +r avec r € C™(R”). La distribution T 
est appelée paramétrice de P(D). 

(5) Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver une paramétrice de 
P(D) à support dans B(0, €). 


Exercice 10.6 (Sommes de carrés de champs de vecteurs). 

Le but de cet exercice (qui est trés difficile) est de montrer un résultat 
célèbre de Lars Hérmander [60] sur l’hypoellipticité de certains sommes de 
carrés de champs de vecteurs. Nous suivrons la démonstration de Kohn [81] 
et renvoyons aux ouvrages de Helffer et Nier [58] et Tréves [144] pour la 
solution. 


Notations 


On considère uniquement des fonctions à valeurs réelles définies sur un 
ouvert de R” avec n > 1 un entier quelconque. Étant donné s € R, on note 
H*(R”) l’espace de Sobolev d'ordre s et (D,)° le multiplicateur de Fourier 
de symbole (€)* = (1+[€|?)°/2. On note lu, v) le produit scalaire sur L?(R”'), 
(u,v) = fen u(æ)v(x) dx. On pensera à utiliser : 

— l'inégalité de Cauchy-Schwarz ; 

— le fait que |lull zs = (2r)="/2||(Ds)Sul| 2 ; 

— la dualité : (Au, v) = (u, A*v) et [{u,v)| < [lull zs 
Étant donnés deux opérateurs A et B, on note AB le composé Ao B (donc 
A? = Ao A) et [A, B] = AB — BA leur commutateur. 


vi\a- pour s € R. 


On s’intéresse dans ce problème à l’opérateur d’ordre 2 
= 2 
L= }, X, 
1<j<m 
ou Xj,...,Xm sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 : pour 1 <j < m, 
X; est défini par à 
u 
(Xju)(x) = 5 ai j(x) 5 (x), 
- Ox; 
l<i<n 
où aij est C% sur R” à valeurs dans R pour tout 7 tel que 1 <i S n. 
Noter que l’on suppose seulement que fonctions a;,; sont C% (et pas C° 
et bornées ainsi que leurs dérivées). Par exemple, on souhaite étudier le cas 
L=62 +0703 = X? + XZ avec X1 = ôs et Xo = 20), 
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Questions préliminaires 

(1) Montrer que l’adjoint X7 de X; vérifie Xu = —Xju + cju où cj € 
C™(R”) est une fonction que l’on déterminera. C'est-à-dire montrer que 
pour tous u,v € C (R”), 


i: (X;u)(x)u(x) dx = | (—u(x)(X;v)(x) + cj(x)u(x)v(x)) dx. 

(2) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout u € 

Co (R"), 
2 2 
D IXsulre < CILulr: + Cllullze- 
1<j<m 

Etude d’une classe d’opérateurs 

Fixons un ouvert V borné. On note wy, l’ensemble des opérateurs P € 
Z(L?(R")) qui peuvent s’écrire sous la forme 

Pu = 1 Op(a) (pou) 

avec 

— ¥1, 2 € CE (R”) et supp Yx C V pour k = 1,2; 

— a est un symbole à valeurs complexes appartenant à 5°. 


Soit € € ]0, 1/2]. On note 2 l’ensemble des opérateurs P € Y9, tels que 
JC > 0/ Vue CE(V), ||Pullĝ < C ||Lull?2 + Clul22. 


(1) Montrer que si P, et P> appartiennent à Y9,, alors P,P, € Wj, et 
Pre wy. 

(2) Montrer que si P € & alors P* € &. 

(3) Montrer que tout € € ]0, 1/2], 2% est stable par composition à gauche 
ou à droite par un pseudo de Y9, : si PE & et Q € WI, alors 


QP E A, PQEX. 
(4) Soient 41 et 02 deux fonctions C% à support compact telles que 


supp 6% C V pour k = 1,2 et 6; = 1 sur le support de 02. Introduisons 
l'opérateur S défini par 


Su = 01 (Da)! (02u). 
Montrer que X; S € W),. Montrer de plus que, pour tout j tel quel < j S n 
et tout € € [0, 1/2], on a 
XjS E A. 


(5) Soit €, ô € ]0, 1/2] avec 6 < €/2. Considérons P € %4. Nous voulons 
montrer dans cette question que 


[X;, P] E 5 


pour tout j tel que 1 <j <n. 
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(a) Écrire IX, Plullgs sous la forme ([X;, Plu, Tu) où T = Op(r) est 
un opérateur pseudo-différentiel avec r € S?°. 
(b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que 
K(PXju, Tu)| < ||Xjullpa + IT P'ullLe + Cllull p20. 


(c) Obtenir une estimation similaire pour |(X;Pu, Tu)| et conclure. 
(6) On note 7 l’ensemble des opérateurs P € WY, tels que P € & pour 
un certain € € ]0, 1/2]. C'est-à-dire P € &% si et seulement si 


e € ]0,1/2], IC > 0/ Vue CV), || Pullz. <C|Lul?: + Clull22. 


LL] 


Soient i, j tels que 1 < i,j < m. Montrer que le commutateur [X;, Xj] = 
XX; — X;X; est un opérateur différentiel d’ordre 1. 
Montrer que pour tous j,k tels que 1 < j,k < m, on a 
[X;, X4]S ED. 
(Indication : observer que [X;j, XS] € £.) 
Le sous-laplacien sur le groupe de Heisenberg 
Considérons le cas de la dimension d’espace n = 3. Considérons l’opéra- 
teur 
b= XA +Y? 
avec 
X= Oxo + 2T%10%3 Y= On, — 222025. 
(1) Soit V un ouvert borné. Montrer que, pour tout k tel que 1 < k < 3, 
e €]0,1/2], IC > 0/ Yu € CP(V), (Su) ne < C']Lulr2 + Cul. 
(2) En déduire que, pour tout compact K C R”, il existe € > 0 et une 
constante C > 0 telle que, pour tout u € C§°(R”) avec suppu C K, 


2 
lullžre < C ||Lullz2 + Cllullze. 


Lu 


Cas général 

On identifie un opérateur différentiel X = Die &id>,, avec le champ 
de vecteurs a = (a,...,an): R” + R”. Étant donné x € R”, on note X(x) 
le vecteur a(x) € R”. 

On considère à nouveau un opérateur général L = De je x? et on 
suppose qu’il existe r € N* tel que pour tout x € R”, 


vect { (Xas Kors Konkel NO pdr, emy VER". 

(a) Montrer que cette condition est vérifiée pour les deux exemples sui- 
vants : 

-n=2, Xı = 0, et Xə = xOy; 

- n = 4 (on note (x,y, z, t) les coordonnées d’un point de R4). On consi- 
dère les deux champs Xı = 0,, X2 = 3270, + xô; + dy. 


252 CHAPITRE 10. CALCUL SYMBOLIQUE 


(b) Montrer que 


PE Ce ce cul ce 


in? 2e 


pour tout p-uplet d'indices. 

(c) Montrer que, pour tout compact K C R”, il existe € > 0 et une 
constante C > 0 telle que, pour tout u € C£°(R") avec suppu C K, 

2 
Were < C Lule + Clue. 

Complément 

(1) On considère maintenant l'opérateur 

L= X X +X, 
1<j<m 
ou Xo, X1,..., Xm sont m + 1 champs comme précédemment. 
Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout u € C§°(R”), 
2 2 
Yo IXulre <C | Zuli + Cllullie- 
l<i<m 
On dit que P € WY, appartient à Zy si et seulement si 
e € ]0,1/2], 3C > 0/ Vue C (V), || Pull. <C Zu? 2 + Cllul£2. 
Montrer que, avec S comme précédemment et P € Y9, 
Xos € Le, [Xo, P] € Le 

et que, pour tous i, j tels que 0 < i,j < m, on a [X;, Xk] S € Ly. 

En déduire que y = Y$, s’il existe r € N tel que 


Lu 


vect { (Xa, [Au [Kip a» Xi] -- (E) v <r, & € {0,...,m}} = R”. 


(2) On a donc montré que, pour tout compact K cC R”, il existe € > 0 
et C > 0 tels que, pour tout u € C° (R”) avec suppu C K, 


lullžre < C ||_Lullz2 + Cllullzs. 


On dit que c’est une estimation de sous-ellipticité. En utilisant cette estima- 
tion et la structure de L, montrer que L est hypoelliptique : ce qui signifie 
que si u € Y'(Q) vérifie Lu € C® (w) avec w C Q alors u € C® (w). 

Néanmoins, un opérateur peut vérifier une estimation de sous-ellipti- 
cité sans être hypoelliptique. Considérons par exemple l'opérateur Uu = 
(0? — 0?)u. Alors cet opérateur n’est pas hypoelliptique (il existe des solu- 
tions non C% de Ou = 0) mais il vérifie l’estimation précédente. Mon- 
trer (de façon directe) qu’il existe une constante C telle que pour tout 
u € CE(R?), 


llullin < C Dull} + Cllullze. 


CHAPITRE 11 


ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES 


Nous allons nous intéresser aux équations hyperboliques, qui sont des 
équations aux dérivées partielles fondamentales pour la théorie comme pour 
les applications, car elles régissent les phénomènes de propagation. 


11.1. Équations de transport 


Soient n > 1 et v € R”. L’équation de transport est le prototype d’une 
équation hyperbolique du premier ordre. C’est l’équation 
Qu + v:Vu=0 
où l’inconnue u = u(t,x) est une fonction à valeurs réelles de classe C1, 


définie sur R x R”. 


Proposition 11.1. Soit ug € C!(R"). Il existe une unique fonction u € 
C1(R x R”) qui est solution du problème de Cauchy 


OQutv:-Vu=0, 
Cette solution est donnée par la formule u(t, x) = uo(x — tv). 
Démonstration. L’idée est d'introduire une fonction t ++ X(t) telle que, si u 


est solution de ru + v: Vu = 0 alors u(t, X(t)) est une fonction constante. 
Ici, cela revient à introduire X(t) = «+ vt avec x € R” quelconque. En effet, 


“ult x + ut) = (du +v - Vu)(t,x + vt). 


Donc, si u est solution du problème de Cauchy alors 
u(t, X(t)) = u(t, x + vt) = u(0, X(0)) = u(0, x) = uo(x), 


d'où u(t, x) = uo(x — vt). 
Réciproquement, on vérifie directement que (t,£) +> uop(x — tv) est une 


fonction C! qui est solution du probléme de Cauchy. 
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Dans le cas où le vecteur constant v est remplacé par une fonction à 
coefficients variables, on dispose encore d’une formule de représentation de 
la solution basée sur l’utilisation des courbes caractéristiques du champ 
de vecteurs. Comme nous n’allons pas utiliser ce point de vue, nous nous 
bornerons dans cette section à définir ces courbes et énoncer) le résultat 
principal. 

Commençons par rappeler le lemme de Gronwall. Ce lemme, très simple, 
joue un rôle fondamental dans l’étude des équations d’évolution. 


Lemme 11.2 (Lemme de Gronwall). Soient A, B > 0 et b,¢: R} > R4, deux 
fonctions continues telles que 


a) < A+B | o(s)as+ [ia 


pour tout t > 0. Alors, pour tout t > 0, 
b(t) < AePt + I b(s)e PUS) ds. 
0 
Démonstration. Introduisons 
w(t) = A+B f'étas+ focas 


Par hypothèse, cette fonction est de classe C! sur Ry et w’(t) = Bo(t) + 
b(t) < Bw(t) + b(t). Donc 
(wte) < b(tje Et, 


et on en déduit le résultat voulu en intégrant cette inégalité. 


Soit T > 0 et (t,x) + V(t,x) € R” un champ de vecteurs défini pour 
(t,x) € Rx R”, admettant des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport aux 
variables x; pour j = 1,...,n et vérifiant les hypothèses suivantes 


(H1) V et VV sont continues sur [0,7] x R”, 
et il existe une constante « > 0 telle que, pour tout (t, x) € [0,7] x R”, 
(H2) |V (t, £)| < K(1 + xl). 
Rappelons que l’on dit que y est une courbe intégrale du champ V passant 
par x à Vinstant t si y: s œ y(s) € R” vérifie 

d 


qs 108) = V6, 16), 706) =. 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz entraîne l’existence locale d’une telle 
courbe intégrale. 


(Nous renvoyons le lecteur aux livres d’Alinhac [2], Courant et Hilbert [29, 30] et 
John [69]. 
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En utilisant le lemme de Gronwall, l'hypothèse (H2) permet de montrer 
que pour tout (t, x) € [0,7] x R” la courbe intégrale s + y(s) de V passant 
par x à l'instant ¢ est définie pour tout s € [0,7]. Dans la suite, on notera 
st» X(s,t,x) cette courbe intégrale, qui est donc par définition solution de 


dX(s,t,x) = V(s, X(s,t,x)), X(t,t,v) = x. 
L'identité principale énonce que pour tous t1,t2,t3 € [0, T], on a 
X(t3,t2, X (te, t1,@)) = X (t3, t1, £). 
Pour obtenir cette identité, notons que les applications 
tz —> X (t3, te, X (t2, t1, £)) 


et t3 > X(t3,t1,2) sont deux courbes intégrales de V passant par 
X (t2,t1, £) pour t3 = tg. Par unicité dans le théorème de Cauchy-Lipschitz, 
ces applications coïncident sur leur intervalle maximal de définition. 

Nous énonçons le résultat suivant sans le démontrer (car nous n'utilise- 
rons pas ce point de vue dans la suite). 


Proposition 11.3 (méthode des caractéristiques). Pour tout (s,t) € [0,T] x 
[0, T] Vapplication 
X(s,t,-): x > X(s,t, £) 
est un C!-difféomorphisme de R” sur lui-même. De plus, 
X € C! ([0, T] x [0, T] x R”; R”) 
et 


d 
dX(0,t,x) + 5 V;(t,2)02,X(0,t,2) =0, pour tout (t,x) € [0, T] x R”. 
j=0 
Si uo € C!(R”; R), la fonction définie par u(t, x) = uo(X(0,t,x)) est Ct 
sur [0,T] x R” et vérifie 


dŒult,x) + V(t, x): Vu(t,x) =0, u(0,x) = wo(x). 


Si Œu +c- Vu = 0 et u(0) = uo, on a vu que u(t,x) = uo(x — ct). 
On en déduit que toute les normes L? de up sont préservées par l’équation. 
Ce qui signifie que ||u(t)||z» = [folle pour tout p tel que 1 < p < +oo. 
En particulier, 

lu®llz = Iuoll 2. 
Nous allons voir comment démontrer une estimation analogue pour une 
équation à coefficients variables (sans utiliser le fait que l’on peut intégrer 
une telle équation par la méthode des caractéristiques). 

Considérons maintenant V € CP (Rx R”) à valeurs réelles et une solution 
régulière u € C1(R; L? (R”)) de l'équation 


du + V(t, x): Vu = 0. 
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En multipliant l’équation par u et en intégrant, on obtient que 


d 
TEOL udçu dz = -2 f u(V - Vu) dx 


et en intégrant par parties, on déduit que 


1 
i uV: Vu) =; | (div V)u? da, 
d’où à 
| u(t, 2)? de < iv VIe f u? dz. 
dt Rr R” 


Le lemme de Gronwall donne alors 
2 iv NA 2 
Y> 0, lullig < el e uol eg) - 


Remarquons que si div V = 0 alors la norme ||u(t)||z2{g») est conservée. 


11.2. Équations hyperboliques pseudo-différentielles 


On considère des symboles a(x, £) dépendant d’un paramètre t € R, 
à valeurs complexes. Dans toute la suite de ce chapitre, x,£ € R” oùn >21 
est un entier quelconque fixé. 


Définition 11.4. 

(i) Considérons un symbole a = a(x,Ë) appartenant à S!(R”). On dit 
que a est hyperbolique si a peut s’écrire sous la forme a = a, + ao où 
ai € SR") est un symbole à valeurs imaginaires pures et ao appartient à 
S°(R"). Il est équivalent de dire que a est un symbole de S1(R”) dont la 
partie réelle appartient à S°(R"). 

(ii) Considérons une famille (a;);er de symboles de S!(R”) telle que 
t ++ az est continue et bornée de R dans $1(R”). On dit que (az)rer est 
un symbole d’ordre 1 dépendant du temps. Par définition, ce symbole est 
hyperbolique si Re(a;) est bornée dans $°(R”). 


Exemple 11.5. L’exemple le plus simple d’un symbole hyperbolique est le 
suivant : a(x, £) = i€ en dimension n = 1, alors Op(a)u = 0,u. En dimen- 
sion n > 1 quelconque, notons que le symbole a(x, £) = iV(t,x) - € est 
hyperbolique et dans ce cas, on a Op(a)u = V(t, x) - Vu. 


Considérons un symbole (at)ter hyperbolique et une fonction u continue 
de R dans .Y’(R"). Par définition, Op(a)u est définie par (Op(a)u)(t) = 
Op(a;)u(t). Si u € CU(R; H'(R”)) avec s € R, alors le résultat de conti- 
nuité des opérateurs pseudo-différentiels sur les espaces de Sobolev (voir la 
proposition 10.21) entraîne Op(a)u € C°(R; H*~!(R”)). 

Donnons-nous de plus : 


— un temps T > 0 et un nombre réel s quelconques ; 


11.2. ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES PSEUDO-DIFFÉRENTIELLES 257 


— une fonction up € H*(R”), appelée donnée initiale ; 
— une fonction f € C([0, T]; HS(R")), appelée le terme source. 
On s'intéresse au problème de Cauchy suivant 

Ou 


Ujt=0 = UO; 


où l’inconnue est la fonction u = u(t, x), la variable t € Ry correspond au 
temps et la variable x € R” (n > 1) correspond à la variable d’espace. 


Théorème 11.6. Soient T > 0, n >1 et s € R. Pour toute donnée initiale 
uo € HS(R") et tout f € C°((0,T]; HS(R")), il existe une unique fonction 
u € C°([0,T]; H°(R°)) NC? ([0, T]; H°* (R")) 

qui vérifie 
Ou 


DE + Op(a)u = f 


et qui est telle que u(0) = uo. 


Démonstration. Le premier ingrédient pour démontrer ce théorème est une 
estimation a priori. 
Lemme 11.7. Soit s € R, T > 0. Il existe une constante C telle que pour tout 


u €C1((0,T]; HS), tout f € C°([0,T]; H°), tout uo € H® et tout t € [0, T], 
si u est solution de (11.1) alors 


t 
(12) (eye < e lluollz + f eC | FE) At. 


De plus, il existe deux constantes K et N qui ne dépendent que de s telles 
que, en notant ay := (a; —&) +2Rea; où af est le symbole de l’adjoint de 
Op(az), nous avons : 

C<K de sup sup| (£) Plogof (x, €)|. 
Jal+[al<n FER TT #6 


Démonstration. On commence par le cas s = 0. Comme u est C! à valeurs 
dans L? on peut écrire que 


TlO = 5 (ult), ul) 


(11.3) = 2Re (u(t), u(t)) 
= —2 Re (Op(a,)u(t), u(t)) + 2 Re( f(t), u(t). 


On a vu au chapitre précédent que l’adjoint Op(a:)* est un opérateur 
pseudo-différentiel dont le symbole, noté až, est tel que af = G@ + b avec 
b; € S°(R”). On peut alors écrire 


(Op(ar)u(t),u(t)) = (u(t), Op(ar)*u(t)) = (u(t), Op(ar)u(t) + Op(br)u(t)) . 
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L'hypothèse que (a;) est hyperbolique signifie que @ = —a,; + 2 Re a; avec 
Re a € S°(R”). Donc až = —a; + a où a; appartient à S°(R”) (uniformé- 
ment en t). On en déduit que 
(Op(a;)u(t), u(t) = (u(t), — Op(a)u(t) + Op(ar)u(t)), 
d’où 
2 Re (Op(ar)u(t), u(t) = (u(t), Op(ar)u(t)). 
L’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme de continuité des opérateurs 


pseudo-différentiels d’ordre 0 sur L? (voir la proposition 10.21 avec m = 0 
par exemple) impliquent que 


(Op(ar)u(t), u(t))| < K sup Oper) Il 2112) lulz < Collu)? 


où Co est une constante qui ne dépend pas de t. En reportant cette inégalité 
dans (11.3), on conclut que 


(11.4) “ llu@llz2 < Co lule + AF Olze lu (OIL. 


On aimerait écrire que À lute = 2ljult)llz2 g ||u(t)||,2 et simpli- 
fier l'inégalité en divisant par ||u(t)||;2. Comme on ne sait pas encore que 
\|u(t)|| z2 ne peut pas s’annuler (sauf si u est identiquement nulle), on pro- 
cède de la façon suivante : étant donné ð > 0, on déduit de (11.4) que la 


fonction y(t) = 4/ |ju(t)||Z2 + 8 vérifie 


Sule? < Cov? + 2O 


et comme ||u(t)||72 + 6 > 0, la fonction y(t) est C1 et on peut simplifier 


oWO < Coyle) + 21 (OIL. 


Le lemme de Gronwall implique que 


t 
lult)llz2 < y(t) < y(o)e 72 + | AOL e002 ae 
0 


pour tout 6 > 0. En faisant tendre 6 vers 0, on obtient que 
t 
lu®llz2 < [lu(0)| 2 7? +f F@Oligee eax, 
0 


ce qui conclut la démonstration du lemme dans le cas s = 0. 
Maintenant, pour s quelconque, on commute L = 0; + Op(a) à As = 
(D;)°, ce qui donne 


A,Lu=LA,u, L=&+A, A=A,Op(a)A_s. 


Notons que A est un opérateur VDO de symbole hyperbolique. On conclut 
la preuve en appliquant l'estimation L? à L. 
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Démontrons maintenant le théorème 11.6. 


(i) Vérifions l’unicité. Si u1 et u2 sont deux solutions différentes, alors la 
différence appartient à C1([0, T]; H*~1(R”)). On peut utiliser l'estimation 
d'énergie (11.2) appliquée avec s remplacé par s — 1, et on obtient que 
Uy = Ug. 

(ii) Démontrons maintenant l'existence. 

Nous allons commencer par démontrer l’existence d’une solution faible, 
au sens de la définition suivante. 


Définition 11.8. Soit s € R. Considérons u € C°([0,T]; HS(R")). On dit 
que u est une solution au sens des distributions du problème de Cauchy 
(11.1) si la propriété suivante est vérifiée. Pour toute fonction y = y(t) 
appartenant à C§°(| — œo, T[) et toute fonction y = y(x) appartenant à la 
classe de Schwartz ./(R”), on a 


T T 
7 J vo (t)(u(t), Y) dé + J e(t)(Op(ar)u(é), a) dt 
0 0 


An 
= | v(t) (f(t), Y) dt + (0) (uo, Y), 


où (uv, Y) désigne le produit de dualité entre une distribution tempérée v et 
une fonction w de la classe de Schwartz. 


Notons L = 0; + Op(a) et L* = —0, + Op(a)*. On considère l’espace 7 
des fonctions v = u(t, x) € R qui sont C™ et de la forme v(t, x) = y(t) (x) 
où supp y €] — co, T| et y € A(R”), et on note E le sous-espace vectoriel 
E=L*(Z). 

Commençons par démontrer qu’il existe une constante C telle que, pour 
tout v E€ J, 


T 
(11.5) sup [v(t) ne <C | L* v(t) lp» at. 
te[0,T] 0 


Pour cela, introduisons U(t, x) = v(T — t, x) et remarquons que 
(4 + Op(a)*)v = (L*v)(T — t,x), d(0,x) =0. 


Nous avons vu dans le chapitre précédent que Op(a)* est un opérateur 
pseudo-différentiel dont le symbole, noté a*, vérifie a* — a € $°(R"). Alors 
Rea* — Rea € $°(R”) et on voit que a est hyperbolique si et seulement 
si a* l’est. On peut donc appliquer l'inégalité (11.2) en remplaçant a par a*. 
De plus, comme (0, x) = 0, l'inégalité (11.5) est une conséquence de l’esti- 
mation a priori (11.2) appliquée avec s remplacé par —s (notons que les 
hypothèses qui permettent d'utiliser l’estimation (11.2) sont vérifiées car 
ÿ € C'((0,T|;H-*(R"))). 
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Soit y un élément de E. Par définition, y peut s'écrire y = L*v avec 
v € J. De plus, si v € F est tel que y = L*v’, alors L*(v — v’) = 0. 
L’estimation (11.5) entraîne v = v et donc v = v’. Nous avons démontré 
que pour tout y appartenant à FẸ, il existe un unique v € J tel que y = L*v. 
Soit y = L*v € E avec v € J. On définit U(y) par 


F 
wy) = | FOA) at + (uo, v0) 
0 
On a 
I < (ivot + f (SCO dt) sup Ola 


et de plus l'estimation (11.5) implique que 


sup [lo()llar-» a | Lol] p< dt = of lun. àt 


te [0,T] 


P T: 
WU <C(lluolla + f IFØ a) f lull z-s dé. 


Y: E — R est donc une forme linéaire continue. Avec le théorème de 
Hahn-Banach, on étend Ÿ en une forme linéaire continue Ÿ définie sur 
L+ ([0, T]; H~*). Les formes linéaires continues sur L{([0,T]; H~*) se repré- 
sentant par des fonctions de L®([0,T]; H°), on a montré l’existence de 
u € L®([0, T]; H*) tel que 


donc 


T 
Vue J, [wt (t)) dt = | (f(t), v(t)) dt + (uo, v(0)). 


Le lemme suivant énonce que les solutions faibles sont en fait des solutions 
au sens classiques. 


Lemme 11.9. On au € C'({0,T]; H%~?(R")), de plus u(0) = uo et enfin on 
a légalité suivante entre fonctions de C°([0,T]; H57? (R®)) : 

Ou 

gz + (au =f. 


Démonstration. Nous allons juste esquisser la démonstration. Soit d € 
F(R”) et soit w € CH(j0,T[). L'identité précédente appliquée avec 
v = p({t)ÿ(x) implique que 


T T 
a souwe | p(t) (—(Op(a)u, W) + (F(t), d)) dt. 


Il suit que, au sens des distributions, on a 


Ou 


on — Op(a)u + f. 
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On en déduit que u € L®([0,T]; H*) est telle que sa dérivée en temps 
appartient à L®([0,7]; H°). On en déduit que u € C°([0,T]; H71), d’où 
Op(a)u € C([0, T]; H*~?). En utilisant l'équation à nouveau, on montre 
que u € C{([0, T]; H*~?). 


Pour conclure, nous allons régulariser f et uo, construire une suite de 
solutions régulières et passer à la limite. On introduit deux suites (f”)ne 
et (u?)nen avec f” € C°([0,T]; H+?) et u € H**? qui converge vers f 
dans C°((0, T]; H*) et vers u dans H°, respectivement. Le travail précédent 
donne une suite de solutions u” appartenant à C1((0, T]; H°). L’estimation 
d’énergie (11.2) montre alors que la suite des solutions aux problémes appro- 
chés est de Cauchy dans C((0, T]; H*), donc converge vers u € C°((0, T]; H°) 
qui est la solution cherchée. 


11.3. Exercices 


Exercice (corrigé) 11.1 (Résolution par régularisation). 

Le but de cet exercice est de montrer que la solution obtenue à la section 
11.2 est la limite de solutions de problèmes approchés. Ce résultat peut être 
vu comme une autre façon de prouver l’existence d’une solution une fois que 
l’on a démontré une estimation a priori. 

Soit a; un symbole hyperbolique dépendant du temps. Soient T >0, sER, 
uo € H*(R”) et f € C°((0, T]; HS(R”)). 
Soit € € ]0; 1[. Considérons le problème de Cauchy suivant : 


(11.6) du + Op(a)Jeu = f, u(0) = uo, 
où Js, appelé multiplicateur de Friedrichs, est défini par : 


Fev(E) = x) (€), 
avec x une fonction de C™(R”,R), à support dans B(0,2) et valant 1 sur 
B(0,1). 
(1) Montrer que Op(az) Je = Op(af), où : 


a; (x, €) i au(x, €)x(e€). 


(2) Montrer qu’il existe une unique solution us € C1([0, T]; H°(R”)) de 
(11.6). 
(3) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout £ > 0, tout 


0; T] et toute fonction v € C1 ([0, T]; H*(R”)), 


D 


te 


lo) Ils < Clu) || + cf (zv + Op(a®)v)(T)|| zs dr. 


En déduire que (ue)ec]o;1| est bornée dans C? ([0, T]; H*(R”)). 
(4) Montrer que (ue)-ejou[ est de Cauchy dans C°((0, T]; H*~?(R")). 
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(5) Soient sı < s2 deux nombres réels et ø € ]s1; s2|. Écrivons ø sous la 

forme o = as1+(1—a)s2 avec a € [0,1]. Montrer qu’il existe une constante 
C(s1, 82) telle que, pour toute u € H*?(R”) : 
(11.7) Vue < OCs, 82) fel nell 
En déduire que (us) est de Cauchy dans C°([0,T]; H°(R")) pour s — 2 < 
o < s et que us converge dans C°((0, T]; H7(R”)) n C1((0, T]; H7-1(R”)) 
vers une limite qu’on note u. 

(6) Montrer que u € C°({0, T]; H°)NC"([0, T]; H*—') et que u est solution 
de l’équation : 


du +Op(ar)u = f, u(0) = uo. 


CHAPITRE 12 


SINGULARITÉS MICROLOCALES 


Nous nous proposons dans ce chapitre de donner une introduction à l’ana- 
lyse microlocale qui est l’étude des singularités des fonctions de plusieurs 
variables réelles. 


12.1. Propriétés locales 


Soient u € C° (R”) et a € S™(R”) avec m un réel quelconque. Le théo- 
rème de continuité des opérateurs pseudo-différentiels implique que Op(a) 
est continu de H*(R”) dans H*~™(R”) pour tout s € R. Puisque C&(R") 
est inclus dans H°(R”) quelque soit s € R, on en déduit que 


Op(a)(C§°(R")) € H™(R") c CH(R"), 


où la seconde inclusion provient du théorème d’injection de Sobolev. On peut 
se demander si on a mieux. Par exemple, est-il vrai que Op(a)u est une 
fonction 4 support compact ? Ce résultat est vrai, trivialement, si a est un 
polynôme en € (à coefficients dépendant de x). En effet, dans ce cas, Op(a) 
est un opérateur différentiel et Op(a)u est supportée dans supp u. Inverse- 
ment, un résultat classique de calcul différentiel énonce que les opérateurs 
locaux (qui n’accroissent pas le support) sont forcément des opérateurs dif- 
férentiels. Aussi, étant donné un opérateur pseudo-différentiel, il est faux en 
général que si u appartient à C§° (R”), alors Op(a)u € C§°(R”). On dispose 
toutefois de plusieurs résultats concernant la théorie locale des opérateurs 
pseudo-différentiels et nous allons les décrire. Parmi ces résultats, le plus 
simple est donné par la proposition suivante. 


Proposition 12.1. Soient a € S™(R") et u € L?(R") une fonction à sup- 
port compact. Considérons une fonction p € CF (R®) qui s’annule sur un 
voisinage du support de u. Alors p Op(a)u est une fonction CE (R”). 
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Démonstration. Considérons une fonction y € C£°(R") qui vaut 1 sur le 
support de u et dont le support est inclus dans y~'({0}). 

Par définition des opérateurs pseudo-différentiels, si a = a(x) ne dépend 
pas de £, et si b = b(x, €) est un symbole quelconque, alors Op(a)oOp(b}u = 
a(Op(b)u) = Op(ab)u. Ici, cela entraîne y Op(a)u = Op(ya)u. 

Par ailleurs, on a u = wu. Le théoréme de composition implique que 


p Op(a)u = Op(va) {yu} = Op((pa)#) u. 
De plus, 


CRC UC) 


Par hypothèse sur y, p, on a w(0%%#) =0 pour tout a EN”, donc (oa)# 0. 
On en déduit que Op((ya)#w) est un opérateur régularisant, borné de 
HS1(R”) dans H*?(R”) pour tous nombres réels 81,52. Ce qui conclut la 
démonstration. 


Rappelons que 
SPRL): SRE), S-°(R") = N S™(R"). 
mER mER 
Ainsi, S% (R”) est l’espace de tous les symboles tandis que S~°°(R”) est 
l’espace des symboles régularisants. On a bien sûr S~°(R") C STX(R?). 
On note 
H-™(R")= U H°(R"),  HŸ®(R’)= N H™(R"), 
s€R sER 
et on a cette fois HT®(R") C H7®(R”). 
On a vu que si a € S™(R”) avec m € R et u € H°(R')avecseR 
alors Op(a)u € H°7"(R"). Si m < 0 alors Op(a)u est plus régulier que u. 
En particulier 


ae S Ÿ(R')},ue H ®(R") => Op(a)u € HR") c CYR"). 


Proposition 12.2. Considérons un opérateur pseudo-différentiel Op(a) régu- 
larisant, tel que a E€ S~™(R”). Alors Op(a) est continu de H7®(R") dans 
F(R”). 


Démonstration. Soient a € S~°(R”) et u € H7®(R”). Ce qui précède 
démontre que Op(a)u appartient à H®(R”) et donc à CR (R”). Puis on 
applique un raisonnement déjà rencontré (voir la démonstration du théo- 
rème 9.7) qui nous dit que, pour tout a € N”, x“ Op(a)u est une combinai- 
son linéaire de termes Op(ðža) (x%=ĉu), qui appartiennent à C2 (R”) pour 
les mêmes raisons (H7 %(R"”) est stable par dérivation et par multiplication 
par une fonction lisse). Ainsi, on conclut au fait que Op(a)u € Z (R”). 


On rappelle la définition du support singulier d’une distribution. 
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Définition 12.3. On dit qu’une distribution f € .7’(R”) est de classe C% au 
voisinage de xo, s’il existe un voisinage w de zo tel que pour toute fonction 
p E CE (w), ona yf € CC(R?). 

Le support singulier de f, noté supp sing f, est le complémentaire de l’en- 
semble des points au voisinage desquels f est C®. 


Cette notion permet de généraliser la proposition 12.1. 
Proposition 12.4. Pour tout a € ST(R") et tout u € H7®(R”), on a 
supp sing Op(a)u C supp sing u. 


Démonstration. Soient a € St®(R”), u€ Z’ (R”) et Q=R” x supp singu. 
Ainsi, pu € CE (R”) pour tout de CE (9). De plus, pour tout ye C (N), 
on peut trouver y € CE (NQ) avec y = 1 sur le support de » (car on a 
dist (supp(y), 0Q) >0), et 


p Op(a)u =  Op(a) (Wu) + Op(a)((1 — Yu). 
Le premier terme est dans .7 puisque wu € C&(R") C Z, et le second 
terme peut s’écrire Op(b)u où b = ya#(1—wW). Comme nous Pavons déjà vu, 
le symbole b vérifie b ~ 0 puisque supp(y)Msupp(1—w) = Ø par construction 
de #. Par ailleurs, si u € H7™(R”), alors on a aussi (1 — w)u € H~©(R”). 
On en déduit que y Op(a) ((1— vu) € H*%(R"). Donc, pour tout p € 
C$(Q), on a pOp(aju € C$(Q). On en déduit que Op(a)u € C™(Q) 
(la régularité est une notion locale) ce qui est la propriété recherchée. 


12.2. Front d’onde 


Le front d’onde d’une distribution tempérée f € .7/(R"), noté WF(f), 
est un sous-ensemble de R” x (R” \ {0}), qui décrit non seulement les points 
où f est singulière, mais encore les co-directions dans lesquelles celle-ci est 
singulière. Cet ensemble est défini par son complémentaire. 


Définition 12.5. Soit f € .Z'(R”). 

(i) On dit que f est microlocalement de classe C% en un point (£o, £o) € 
R” x (R” x {0}) s’il existe un ouvert w C R” contenant xv et un cône 
ouvert [ de R” x {0} contenant £o tels que l’on ait 
(12.1) Vy € CS (w), YN EN, 1Cx > 0, VE ET, [PFE] < CNH”. 


(ii) L’ensemble des points (x9, ) où f n’est pas microlocalement C° 
est appelé front d’onde de f et noté WF(f). 


Le front d’onde est un sous-ensemble conique de R” x (R” x {0}), ce qui 
signifie que pour tout t > 0, 


(x,€) € WE(f) < (x,t6) € WF(f). 
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Le front d’onde permet de préciser la notion de support singulier. En effet, 
on a la proposition suivante. 


Proposition 12.6. La projection sur R” de WF(u) est supp sing(w). 


Démonstration. Soit zo € R” n’appartenant pas à supp sing(u). Si 6 € 
CS (R”) est à support dans une boule suffisamment petite centrée en xo, 
alors yu est une fonction C% à support compact et donc appartient à la 
classe de Schwartz. Comme la transformée de Fourier d’une fonction de 
P(R”") appartient à .7(R"), on en déduit que Gu est à décroissance ra- 
pide dans toutes les directions. En particulier, aucun (zo, ĉo) n'appartient à 

Réciproquement, supposons que x est tel qu'aucun (xo, o) n'appartient 
à WF(u). Pour chaque £o, on peut trouver un ouvert w contenant zo et un 
cône I contenant £o tels que (12.1) soit valide. Par compacité de la sphère, 
on peut trouver un nombre fini de tels couples (wj, Tj) de manière que les T} 
recouvrent R” x {0}. Pour y € C§°(R”) dont le support est contenu dans 
Nj; wj, on en déduit que la fonction pù est à décroissance rapide, ce qui 
achéve la démonstration. 


Si P est un opérateur différentiel d’ordre m dont les coefficients p, sont 
réels et C™, 


la|<m 

Une question importante en EDP est de déterminer le front d’onde des 
solutions distributions de l’équation Pf = 0. Les résultats de base relient la 
géométrie de l'opérateur à la géométrie des singularités de ses solutions. Les 
deux objets géométriques les plus simples que l’on associe à l'EDP P(f) = 0 
sont les suivants. 

(i) Le symbole principal 

Pm(z, €) = i” 5 Pa(r)£”, 
lal=m 

qui est un polynôme homogène de degré m en €. 

(ii) La variété caractéristique de P que l’on note Car(P) et qui est le 
fermé (homogène en €) défini par 


Car(P) = {(a,€) € R” x (R” ~ {0}): pr, £) = 0}. 


Le premier résultat important de la théorie est le suivant, qui énonce que 
les singularités microlocales sont contenues dans la variété caractéristique. 


Théorème 12.7 (Sato-Hérmander). Si P est un opérateur différentiel à coef- 
ficients appartenant à C§°(R"), alors pour tout u € '(R”), 


P(u) =0 = WF{u) c Car(P). 
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Démonstration. Nous commencons par un lemme technique. Etant donné 
un opérateur différentiel Q et une fonction y € C§°(R”), on cherche w € 
C§°(R”) qui vérifie, approximativement, l'équation 


Résoudre approximativement signifie que nous aurons une erreur et que 
cette erreur est mesurée en fonction du paramètre naturel qui est la 
fréquence |£| (ici |€| est grand). Observons aussi que e~'*§Q(fe'™S) = 
Qm(x,€)f +--+ où les pointillés cachent un polynôme en € de degré inférieur 
à m — 1. Ainsi, en première approximation, on cherche den comme une 
perturbation de p/qm(x, £). 


Lemme 12.8. Considérons un opérateur différentiel Q = 1) q)<m da(t)0> 
d'ordre m et notons Gm(t,6) = dijqj=m Ga(@)(iE)* son symbole principal. 
Soient w un ouvert de R” et V CR" {0} un cône tels que 


C>0/V(2,€)ewxV,  |am(x,€)| > CIE. 


LL] 


Pour tout entier N, pour tout p € CE (w) et tout E € V, il existe Wen € 
CS (w) et ren € CG°(w) telles que 
Yen (2) 


Oe et) et tenet 
m z 


avec SUPpn [| |3Sre N| < co pour tout multi-indice a € N”. 


Démonstration. Introduisons un opérateur R£ (qui dépend de €) en posant 


WE es m 
Q(— eE) = (Y + Rey). 
Il s’agit alors de résoudre, approximativement, l'équation w + Re(d) = y. 
Commençons par donner une expression de Re(yY). Pour cela, on calcule 


hs Y 7 
eit £Q( eit ‘) A 
dm (x, £) 
directement avec la règle de Leibniz, en séparant l'expression en plusieurs 
termes : le premier terme correspond au cas où les dérivées d’ordre |a| = m 
agissent sur le facteur oscillant e*”’§ ; la somme des autres termes correspond 
à Re(Y), c’est la somme des termes pour lesquelles soit |a| < m—1 et toutes 
les dérivées agissent sur e**’S, soit au moins une dérivée agit sur le facteur 
Ÿ/Im(x,Ë). On trouve 
Y 


roa) = (I) + Re(y), 
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= Y 
Gjer: an (m0 (e), 
= CO) 
Rely) = eve ares 
lal&m—1 PNO 


ine Y it £ 
+e 5 5 Ag (x A array 5) ale i)i; 
lal&m B+y=a ? 
181>0 

Alors (1) = w car 

D datr)ér(e"€) = qi, ee, 

ja|=m 
par définition de qm. Posons 


N-1 


dew = >) (CRo le), ren = (DR (p). 


n=0 


Alors ven + Re(de x) = ptre et on vérifie que rg y vérifie les propriétés 
voulues. 


Démontrons maintenant le théorème. Soit (xo, 9) ¢ Car(P). Considérons 
un ouvert w de R” et un cône IT C R” \ {0} tels que 


IC > 0 /(z,E)euxT = > |pm(x,€)| > ClE|”. 
Alors, avec Q ='P et V = -T, ona 
AC > 0 /V(z,6)€wxV, |adm(x, —€)| > CI. 


Fixons une fonction y € CE (w). Pour montrer que (xo, ĉo) # WF (u), nous 
allons estimer @u(€). Le lemme précédent implique que, pour tout entier N 
et tout € € V, il existe Yew € C8 (R”) et re,n telles que 


AE ere) Z perivé a re ne rs 
Im 


avec sup l0%re n| = O(IE NV). 
Alors on peut écrire 


pu(€) = (u, pe 5) Pat Ve, N/Qm)e vd = rene 6) 
= (Pu, (Ye, tes im) ly, rene De 
—(u, rene ix- £), 


où l’on a utilisé que Pu = 0. 
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Rappelons que par définition des distributions tempérées, il existe un 
entier p et une constante C tels que 


VRE F(R"), [unl<C sup |a*08x(a)], 
zER”,|a|+|8|<p 


où CR est l’espace des fonctions C% à support dans K. 
Comme rg y est une fonction C% à support dans w, il existe un entier M 
qui ne dépend que de w tel que, pour tout € € |’, 


[erene] <O XT suplé (rene ©) 


lal <M 


mais sup laS (re ne~ §)| = O([EJSI-N) donc | (u, re 8) | LONE MEN, 
(La constante Cy dépend de w et de y, mais ceci ne pose aucun problème.) 


En prenant N assez grand, on conclut la démonstration. 


12.3. Théorème de propagation des singularités 


Le théorème de propagation des singularités dit que non seulement le 
front d’onde (les singularités) de la fonction est contenu dans la variété 
caractéristique, mais en plus c’est forcément une réunion de trajectoires 
pour un système dynamique naturel), 


Définition 12.9. Considérons une fonction b = b(x, £) € C?(R?”) a valeurs 
réelles. On note H,: R?” — R?” le champ de vecteurs défini par 


Ob Ob Ob Ob 
BE eee ) gE (1 mer (m6). 


On dit que Hy est le champ hamiltonien de b. Ses courbes intégrales sont ap- 
pelées des bicaractéristiques. Pour (x, €) € R” xR”, on note t œ> Pir (x, Ë) = 
(x(t), €(¢)) l'unique solution maximale du système 

dx ðb dé Ob 


(12.3) Ge CE) GE = Fy, 60), 


(122) Ho(x,€)=( 


() Pour expliquer qu’un tel résultat se doit d’exister, citons un argument de G. Lebeau. 
Le postulat de départ de cet argument est qu’une équation doit réduire le nombre de 
variables indépendantes. Cela signifie que si f = f(x) avec x € R” est solution d’une 
équations aux dérivées partielles P(f) = 0, alors f ne dépend en fait que de n—1 variables. 
Quand on microlocalise, on double le nombre de variables pour passer de 2n à 2n — 2 
variables. Quand on dit que le front d’onde est contenu dans la variété caractéristique, 
on passe de 2n à 2n — 1. Pour passer de 2n — 1 dimensions à 2n — 2, il faut utiliser le 
théorème de propagation des singularités. 
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Remarque 12.10. On utilise aussi la notation 


—,8b 0 db à 
=) (gs. aoe) 


j=1 


pour désigner le champ de vecteurs donné par (12.2). 


Proposition 12.11. Supposons que b est un symbole à valeurs réelles avec 
b € S1(R"). Alors le flot Ph: R??? — R?” est défini pour t € R. De plus, 
si p € SR"), alors p(®'y,(x,£)) défini un symbole qui appartient à S°(R”) 
uniformément en t. 


Démonstration. Étant donné (x,£) € R?”, le problème de Cauchy (12.3) 
peut s’écrire sous la forme 


M'(t) = Hy(M(t)) où M(t) = (z(t), €(t)), 
M(0) = (2, £). 


Puisque b est une fonction C%, le champ de vecteurs Hp est C! et donc 
le théorème de Cauchy-Lipschitz implique qu’il existe une unique solution 
maximale m: [0,T*) — R?". Prouvons que cette solution est globalement 
définie, ce qui signifie que T* = +. Rappelons l'alternative suivante : 
m(t)| = +00. Pour prouver que cette der- 


soit T* = +00, soit limsup,_,r+ 
nière condition est impossible, nous allons estimer y(t) = |m(#)|”. Puisque b 
appartient à S!, il existe une constante C > 0 telle que |Hy(m)| < C+C |m| 
pour tout m € R?”. Il s'ensuit que 


d 
US = 2m! (t) - m(t) < 2C(1 + |m]) |m] < C + 3Cy(t)?. 
Il découle alors du lemme de Gronwall que 


y(t)? < y(0)?e8Ot Eet — 1), 
d’où l’on déduit que T* = +00. 

De plus, la dépendance réguliére de la solution d’une équation différen- 
tielle ordinaire par rapport aux données initiales implique que, pour tout 
t > 0, le flot (a, E) = Piy, (x, €) est C®. Notons (x, €) =(X* (x, £), =+ (a, €)). 
Nous affirmons que, pour tous les multi-indices a et 6 dans N”, il existe des 
constantes Cag et C% g telles que 


0207 X* (x, €)| 
a2 ars (x, £)| 


= 


Nous commençons par étudier =t(x,£). Puisque 0,b est un symbole 


(12.4) V(x, £) € R”, 
(12.5) V(x, £) € R”, 


Cap (£) lP! si |a| +18] > 0, 
Chg (E!l pour tous a, 8 € N”. 


d’ordre 1, comme ci-dessus, nous avons 
at 


(12.6) a 


(| <C+C|E@,6), 
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et puisque =°(x,£) = €, le même argument implique que 
= 2 1 
|E, 8) < lee? + 5 (8 — J). 


Ceci prouve que (12.5) lorsque a= 8 =0. De plus, cela implique qu’il existe ty 
suffisamment petit (notamment pour e?@" < 4), pour tout t€ [0, t1], nous 
avons |=‘(ax,€)| < 2(1 + |€|). Fixons maintenant to = 1/(6C) (remarquons 
que to < tı). Ensuite, en reportant l’estimation |E=* (x, €)| < 2(1 + |€|) dans 
(12.6) il s'ensuit que, pour tout t € [0, to], 


td 
A AE 


Par conséquent, pour tout (x, €) dans R?” et tout temps t dans [0, to], 
1 1 1 3 
12. =lél - 2 < |Z < + žė. 
(12.7) EER E 
Posons 


dy Xt (€) de X* 
Si(x, 6) = > =t =t |” 
(£) "dr de 
où les différentielles dr X*, de X*, d,&! et de&’ sont identifiées par des ma- 
trices. On peut former une équation d'évolution sur S;, à savoir 


Ô 


ge (2,6) = A(t, x, €)Si(x, £) ; Solz, €) = Ígor, 


où 
A= dz Veb O t(x, £) (£) deV eb © t(x, £) 
(Ed Vzbo D(x, E) — deVibo D(z, £) j 


Supposons que (12.4) et (12.5) soient valables pour tous les multi-indices 
a, B tels que |a| + |8| < k avec k € N*. Il s’ensuit que, si |a| + |8| < k alors 


(12.8) sup (€)!7|a202 S,(2,£)| < +00. 

Nous voulons prouver une estimation similaire pour A. Nous affirmons que, 
si |a| + |8| < k, alors 

(12.9) Ve [0, to], sup (E) FORGE A(t, x, €)| < +00. 

Pour voir cela, nous observons d’abord que, pour toute fonction F € 


C™(R?”), et pour tous multi-indices a, 6, 07 02F (®'(x,€)) est une combi- 
naison linéaire de termes de la forme 


I(x, €)(O8 df" F)(®" (x, €)), 


où le facteur IT est un produit de la forme : 


T= (94 0h x!) (lal"lxt Era K oe DS 
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avec 


1 


ait: Qia] +a a ajg = 9, bi +... t Dia’ H bi fess big = B. 


De plus, pour tout symbole r € S°, on a 
(ae af" rE e] < CE, 6) 71 oe, 
où nous avons utilisé (12.7). En utilisant l’inégalité précédente avec 


r = ôg ðr, b, r= {£)-192,,b ou r= (€) 02, 6,5; 


TiTk 
(qui sont des symboles d’ordre 0) et en combinant cela avec l’hypothèse de 
récurrence, nous obtenons le résultat voulu (12.9). 
Il s’ensuit que 
o 
Jp oe Oe Sela, E) = R(E, z, €) + A(t, x, £)3Z 0€ Sew, £), 
Oe Sole, €) = 808 Tren, 
où R(t, x,£) est une combinaison linéaire de termes de la forme 
(027° de” A)(AE OR Se) 
avec |a’|+ || < Ja’|+ |5’| < k. En particulier, il découle de (12.8) et (12.9) 


que 


Vt € [0,to], sup(€)!9! | R(t, x, €)| < +00. 
R2n 


Alors le lemme de Gronwall implique que 
sup(€)!9l|ae a? 5, (x, €)| < +00. 


Maintenant, directement à partir de la définition de S+, nous déduisons que 
l'hypothèse de récurrence tient au rang k + 1. 

Considérons maintenant un symbole p dans S°, un temps t dans (0, to] 
et posons q(x,Ë) = p('(x,£)). Il découle des estimations (12.4) et (12.5) 
et des arguments utilisés pour estimer À ci-dessus, que q est un symbole 
d'ordre 0. L’argument ci-dessus est valable pour tout temps t suffisamment 
petit, à savoir pour t € [0,to]. Pour conclure que le résultat est valable 
pour tous les temps, nous allons voir qu’il suffit d’itérer. Pour commencer, 
prouvons d’abord le résultat souhaité sur l'intervalle de temps [0, 240]. Pour 
cela, définissons q = po © et considérons T € [0, to]. Puisque +7 = 
to o7, nous avons poto T7 = go7. Nous appliquons le résultat précédent 
deux fois, pour obtenir successivement que q est un symbole d’ordre 0 puis 
que qo ®7 est aussi un symbole d’ordre 0, uniformément par rapport à T. 
Plus généralement, par récurrence on prouve successivement que, pour tout 
entier N, po © appartient à S° pour tout t € [0, Nto], uniformément en 
temps. Ceci conclut la démonstration. 


Considérons un symbole a € S!(R”). On suppose que a peut s’écrire sous 
la forme a! + a° où 
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(1) a? € S°(R"); 

(2) a! € $1(IR”) est un symbole à valeurs imaginaires pures et homogène 
en € d’ordre 1. 
Par exemple, a(z,€) = iV(x)€ avec V € Cp°(R”) une fonction à valeurs 
réelles. 


Nous avons montré au chapitre précédent comment résoudre le problème 
de Cauchy pour l’équation 


On note S(t, s) = els) Opla); L2 — L? l'opérateur solution qui à une fonc- 
tion ug € L?(R") donnée associe la valeur au temps t de l’unique solution du 
problème de Cauchy qui vaut uo au temps s. C’est-a-dire : u(t) = S(t, s)uo 
est l’unique fonction u € C°(R; L? (R”)) telle que 

ce + Op(a)ju=0, u(s) = uo. 

Ot 
Théorème 12.12. Soit Py = Op(po) € Op S°(R") un opérateur pseudo- 
différentiel. Alors, pour tout t € R, modulo un opérateur régularisant, 
S(t,0)PoS(0,t) est un opérateur pseudo-différentiel : il existe un symbole 
qe € SÛR") tel que, pour tout uo € L?(R”), 


S(t, 0)PoS(0, t)uo — Op(qr)uo € HT (R”). 


De plus, 


q(x, £) — po(®y (x, €)) € S~*(R"), 


où D?, est le flot associé au champ de vecteurs 


1 ôa! ð ða à 
GO o a) 


j=1 


Démonstration. En dérivant par rapport à t, nous trouvons que P(t) = 
S(t, 0)PoS(0,t) vérifie 


P’(t) + [Op(a), P()] =0, P(0) = Pp. 


Nous allons construire une solution approchée Q(t) de cette équation puis 
montrer que P(t) — Q(t) est un opérateur régularisant. On cherche donc 
Q(t) = Op(q@) avec q € S°(R”) solution de 


Q'(t) + [Op(&), Q()] = RU), Q(0) = Po, 


où R(t) est une famille d’opérateurs régularisants. On va construire q de la 
forme 


qlt, x, €) ~ qO (t,x, €) +OP (t,£, £) +... 
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où q(-#) est un symbole d'ordre —k. Alors le symbole de [Op(a), Q(t)] est 
de la forme 


(12.10) Hat ~{Op(a"), a} + 5 LOUE CHICOIE 
la|>2 ` 


Cela suggère de définir q par 


Ô 
(G+ Ha (2,6) =0, 4 O,2,8) = polet) 
Ainsi, q% (t,2,€) = po(®7 (x, €)), le symbole donné par l'énoncé du théo- 
rème. On a q0 (t,x, €) € SÛR”). Par récurrence, on résout 


(2 + H) g(t, 2,£) = bI) (t, x, €), qP (0, x, £) =0, 


où b-4 est déterminé par récurrence, de manière à obtenir une solution de 
(12.10). 
Finalement, il reste à démontrer que P(t) — Q(t) est un opérateur régu- 
larisant. De façon équivalente, nous allons montrer que 
v(t) — w(t) = S(t,0)Pof — Q(t)S(t, 0) f € A(R"). 


Notons que 


ð 

S tOplaw=0, v(0)= Pf, 
alors que 

Ow 

+ Opla)w=9, w(0) = Pof, 


avec g = R(t)S(t,0)w € C°(R; H®(R”)). En prenant la différence des deux 
équations, on trouve 
o 
g TY) + Opla) - w) = —g, v(0)- w(0) =0. 
Alors le théorème sur la résolution des équations hyperboliques entraîne que 
v(t) — w(t) € H®(R”) pour tout t et tout f € H7®(R”). Ce qui complète 
la démonstration. 


On peut maintenant calculer l’action de l'opérateur solution exp(t Op(a)) 
sur le front d’onde de la donnée initiale. 
Rappelons que nous avons montré la proposition suivante. 


Proposition 12.13. Soit m E€ R et soit a € S™. Considérons u € S'(R”) telle 
que Op(a)u € C™(R”) et |a(ax, &)| > [6 pour tout (x, Ë) E€ w xT où w est 
un voisinage de xo et T est un cône contenant £o. Alors (xo, £o) € WF(u). 
Théorème 12.14. Si u vérifie 

Ou 


OE + Op(aju=0, Ujt=0 = Uo 
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avec uo € L?(R") alors u € C([0,T]; L?(R”)) et, pour tout t € [0,7], 
WF (u(t, :)) = Oy (WF (uo)). 


Démonstration. Supposons que (zo, o) # WF(uo). Alors il existe un voi- 
sinage w de £o, un cône I contenant £o et un symbole po € S° tel que 
\po(x, €)| > 1 (pour tout (x, £) € w xT) et vérifiant Op(po)uo € Z (R”). 

En utilisant l'opérateur Q introduit dans la preuve du théorème précé- 
dent, on obtient que 


(3; + Op(a))Qu = Ru € C° ([0,T]; H®), Qulrao € A(R”). 


On en déduit que Q(t)u(t) € H®(R”) C C™(R”) et donc $ (zo, 60) Z 
WF u(t, -). Comme on peut renverser le sens du temps, on trouve le résultat 
désiré. 


12.4. Problèmes non linéaires 


Dans cette section, nous présentons le calcul paradifférentiel introduit par 
Jean-Michel Bony (voir [10, 99]) pour étudier les singularités des équations 
aux dérivées partielles non linéaires, de la forme 


F((3F f)a1gm) = 0. 


On ne sait pas décrire pour une équation aussi générale l’ensemble des points 
où la fonction n’est pas microlocalement C°. En particulier, nous n’avons 
pas d’analogue du théorème 12.7. En revanche, grâce au calcul paradiffé- 
rentiel, on peut dire des choses si l’on remplace C'© par un espace de fonc- 
tions à régularité limitée (par exemple H” avec r < +00). Pour cela, nous 
utiliserons la définition suivante. On dit que u est microlocalement H” en 
(to, ĉo) s’il existe un symbole y = y(x, €) homogène d’ordre 0 en £, vérifiant 


p(xo, £0) #0, tel que Op(y)u € H”. 


Théorème 12.15. Soient n,m > 1 et so = n/2+m. Considérons une solution 
f € HS(R”) avec s > so de 


(12.11) F((O2f)|al<m) = 0. 
Introduisons le symbole 


QE a -H\Q 
Pml, = >> af, 6 F(E) jajem) (6). 

laļ=m Q 
En tout point (xo, £0) € R” x (R” x~ {0}) tel que pm(xo, 60) £0, f est micro- 
localement deux fois plus régulière : elle est microlocalement de classe H! 


pour tout t < 25 — so. 
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Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons à l’article origi- 
nal de Bony [10], ainsi qu’aux livres de Hérmander [64], Métivier [99] et 
Taylor [141]. 

Dans l’énoncé précédent, le symbole pm dépend de l’inconnue f et cela 
explique que la démonstration de ce résultat nécessite de travailler avec des 
symboles de régularité limitée. 

Définition 12.16. Soient m € R et k € N. La classe des symboles d’ordre m et 
de régularité C en x, notée T? (R”), est l’ensemble des fonctions a = a(x, €) 
telles que, pour tous multi-indices 6 dans N”, il existe une constante Cg telle 


que 
lafat Elon < Ce + E)”. 


La quantification paradifférentielle de Bony associe à un symbole a l’opé- 
rateur Ta défini par 


TO = Er)” ah x(E— nye a An) dn, 


où @(0, £) = f e7? a(x, €) dz, et les fonctions de troncature 4 et x vérifient 


p(n) =0 pour |n| <1, (7) =1 pour |n| > 2, 
et, pour €1,€2 assez petits, 
x(8,n) =1 sil <en, x(n) =0 si [0] > ezln]. 
Le point central dans la démonstration du théoréme précédent est de 
montrer que, si f vérifie l’équation (12.11), alors 
Tom f = H'(R”), 


qui est une équation paradifférentielle. On dit que lon a paralinéarisé 
(12.11). 


12.5. Exercices 


Exercice 12.1 (Une autre caractérisation du front d’onde). 
Soit s € R. Considérons une fonction donnée f € H*(R”). On veut 

montrer l’équivalence entre les deux propriétés suivantes : 

(i) (to, 60) € WF(F); 

(ii) il existe un voisinage conique I de (xo, £o) tel que, pour tout symbole 
régularisant a € ST® vérifiant supp(a) C I, on a Op(a)f € H™(R"). 

(1) Montrer (ii) > (i). 

(2) Réciproquement, soit (xo, ĉo) € WE(f). 

(a) Montrer qu’il existe un symbole a € S° vérifiant les deux propriétés 
suivantes : 


— Op(a)f € HT. 
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— Il existe un voisinage conique I de (xo, £o) et R > 0 tels que : 


V(z, E) ET, || >R, la(r,é)| 21. 
(b) Soient a,’ comme précédemment. Soit I” un voisinage conique ou- 


vert de (xo, ĉo) tel que T cÚ et soit b € S+® tel que supp(b) C IT”. Montrer 
qu’il existe c € ST% tel que : 


Op(b) — Op(c) Op(a) € Op(S~™) 
(c) Conclure. 


Exercice 12.2 (Mesures microlocales de défaut). Avertissement : cet exercice 
est difficile. Son but de démontrer la construction de mesures microlocales 
de défaut, qui s’inspire de l’étude des singularités microlocales. Ces mesures 
ont été introduites indépendamment par Patrick Gérard [46] et Luc Tar- 
tar [139]. Elles jouent un rôle fondamental dans de nombreux domaines. Le 
but de ce problème est d'étudier la construction de ces mesures. Pour cela, 
nous suivons l’approche de Patrick Gérard. 


Notations 
On considère des fonctions à valeurs complexes définies sur un ouvert 
quelconque 9 de R? avec d > 1. Précisément, nous considérons une suite 
(ün)nen de fonctions appartenant à L?,.(Q) (un appartient à L?(K) pour 
tout compact K C Q) qui converge faiblement vers 0 au sens où : 
Vo € Domp CEA f ee) dr — 0, 


n— +00 


où nous avons noté Lémp(Q) l’espace des fonctions y € L?(Q) à support 
compact dans Q. 

Le but de ce problème est de caractériser le défaut de convergence forte 
grace aux opérateurs pseudo-différentiels. 

Dans tout le problème, x désigne une fonction à valeurs réelles telle que 
x € CR (Q). Si u € L?,.(Q), alors yu € L?(Q) et on peut étendre yu par 0 
sur R ~x Q pour obtenir une fonction appartenant à L?(R4). On notera 
toujours cette fonction yu. Cela nous permet de définir la transformée de 
Fourier de yu, notée Xu, ainsi que Op(a)(xu) pour tout symbole a € S™(R?) 
(où m est un nombre réel quelconque). 

Étant donné s € R, on note H*(R*%) l’espace de Sobolev d’ordre s et 
(Dz)? Vopérateur pseudo-différentiel de symbole F (1 + ie On 
note (u, v) le produit scalaire sur L?(R“), défini par (u, v) = fga u(x)v(x) dx. 
On pensera à utiliser : 


— l'inégalité de Cauchy-Schwarz ; 

— le fait que [fu]| x: = ||(Dz)*ul|,2 par définition de la norme ||- || ps ; 

— la dualité : pour tout s > 0, (u,v) € H*(R4) x L2(R1) => |(u,v)| < 
[ul ars 


v|| a-s. 
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Problème 


(1) Soit (un)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L?,.((). 

(a) Soit x € CO(N). Montrer que : (i) la suite (xun) est bornée dans 
L? (RÌ); (ii) la suite (Xun) est bornée dans L% (Rd) et (iii) pour tout £ € R, 
lima sto Xin (E) = 0. 

(b) Soit x € CF (Q). Montrer que ||xun|| 7-1/2¢@a) tend vers 0 quand n 
tend vers +00. Indication : écrire 


brune = f (+ gl) [ein EP de 
ll <R pa. 3 
+ / (+12) 21 OP dé, 
él 


2 


où À est un grand paramètre. 

(2) Soit x € C£°(Q) et soit (Un)nen une suite qui converge faiblement 
vers 0 dans L2 (Q). 

(a) Montrer que, pour tout symbole a € S° (R?), la suite 


(Op(a)(XUn), XUn) 


est bornée dans C. 
(b) Montrer que, pour tout symbole r € S—1(Rd), on a 
(Op(T)(XUn), Xun) <> 0. 
Rappel : Inégalité de Garding. Soit € > 0. Considérons un symbole a € 
S°(R¢) tel que Rea(z,€) > € pour tout (x, £) dans R?7. Nous avons vu en 
cours l’inégalité de Garding qui énonce qu’il existe deux constantes posi- 
tives ce et Cs telles que pour tout u € L?(R®), 


Re(Op(a)u, u) > ce llull} — Cellull?,—1/2- 


En particulier, on a Re(Op(a)u, u) > —Cz||ul|7,-1/2- 
(3) Soit x € C§°(Q) et soit (un)nen une suite qui converge faiblement 
vers 0 dans L?,.(Q). Considérons un symbole a € S? (R?) tel que Re a(a, £) >0 


pour tout (x, €) dans R?”. Montrer que 
lim inf Re(Op(a) (xun), Xun) > 0. 


(4) Soit a € $°(R%). On suppose que a peut s'écrire sous la forme a = 
ao +a_ı où a_1 appartient à S—1(Rd) et ap € SUR) vérifie Imag = 0. 
Montrer que 

Im(Op(a)(xun), Xun) — 0. 


n— +00 


(5) Soit a € S°(R®). On pose M = sup{, ejer?» [a(x,€)|. Montrer que 


lim sup [Op(a)(xun) [ze <S MC(x) où C(x) = limsup || xual 12e). 
n— +00 n— +00 
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Indication : on pourra introduire une fonction x’ € C$°(Q) telle que x/x = x 
ainsi que l'opérateur B défini par Bu = M?y?v — x Op(a)* Op(a)(xv). 

(6) (difficile) Considérons un compact K C Q. Introduisons : 

- l’ensemble C% (Q) des fonctions continues à support contenu dans K ; 

—l’ensemble CZ (Q x S471) des fonctions C® sur Q x S4~! et à support 
dans K x S¢!; 

— l’espace S%(R4) des symboles a € S? (R?) qui sont tels que a(x, €) est 
homogène en £ d’ordre 0 pour [£| > 1/2 et de plus suppa C K x Rê. 

On admet que C(Q x S41) est séparable (i.e., il existe une partie 
dénombrable dense). 

En déduire qu’il existe une forme linéaire continue Ax,: S%-(R¢) + C 
telle que, pour tout a € S% (R2), 


(Op(a)(xun); xun) +. Axxla). 


(7) Montrer que Ax,, ne dépend pas de x puis démontrer le théorème 
suivant. 


Théorème 12.17. Soit (un)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans 
L? 


ioc(Q). Il existe une sous-suite (ug(n)) et une mesure de Radon u positive 


sur Q x ST telles que le résultat suivant est vrai : si a € S°(R) et x € 
CE (Q) vérifient : 

— a est homogène en € d’ordre 0 pour [£| > 1/2; 

— pour certain compact K CQ. on asuppac K xR? et y = 1 sur K, 
alors 


(12.12) (Auw) xem) ae f, , er) dele, 8) 


n— +00 
Définition 12.18. On dit que y est la mesure microlocale de défaut de (ug(n)). 


(8) Soit (Un)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L? (Q) et 
admettant une mesure microlocale de défaut u. Considérons un opérateur 
différentiel d'ordre m, P = Vigj<m Ga(X)OF avec aa € CS (RÌ). On note 
Vin = Lie aa(x)(ié)* le symbole principal de P. Supposons que, pour 
tout y € C§°(Q), la suite y P(u,) converge fortement vers 0 dans H~™(R¢). 
En déduire que 


supp u C {(r, 0 E€ Qx S7! : pm (x, €) = 0}. 


Indication : écrire x Pen | 77m (Ra) sous la forme (Op(a)(x'un), X’ ün). 

(9) (difficile) Soit (un)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans 
L? (Q) et admettant une mesure microlocale de défaut u. Considérons un 
opérateur différentiel d'ordre m, P = Yen Ga(x)OF avec aa € CE (R2). 
On suppose de plus que P* = P et que, pour tout x € C§°({), la suite 
x P(un) converge vers 0 fortement dans H1=™ (R4). Montrer que, pour toute 
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fonction a € C®(Q x (R7\ {0})) homogène d'ordre 1—m en £ pour |E] > 1/2 
et à support compact en x, on a 


i {a, pm} (2; £) dul, €) =0. 
Qx Sé-1 


Indication : introduire x telle que ya = a. 


PARTIE IV 


ANALYSE DES ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


CHAPITRE 13 


LE PROBLÈME DE CALDERON 


13.1. Introduction 


Étant donnés un ouvert C® borné Q de R”, une fonction V € L®(Q) telle 
que V > 0 et une fonction f € H'(Q), nous nous intéressons au problème 
suivant, d’inconnue la fonction u: Q > R, 


—Au+Vu=0 dans Q, 
u= f sur 02. 


Ce problème admet une unique solution u appartenant à H1(Q). Un opé- 
rateur très important dans les applications est l’opérateur de Dirichlet- 
Neumann, défini par 
Av (f) = dvu 0 

où ð u désigne la dérivée normale de u. Sylvester et Uhlmann ont démontré 
(cf. [133]) qu’en dimension n > 3 l'opérateur Ay détermine le potentiel V. 
Précisément, leur résultat énonce que l’application V + Ay est injective. 
Ce théorème répond à une question posée et étudiée pour la première fois 
par Calderón (voir [17]) et qui est désormais au cœur de préoccupations 
actuelles dans l’étude des problèmes inverses. 

La méthode de démonstration de Sylvester et Uhlmann suit une idée sur- 
prenante introduite par Calderón. Elle consiste à travailler avec des fonc- 
tions harmoniques (solutions de Au = 0), de la forme z + exp(Ç - x) où 
C= (G1,...,6n) € C” est tel que C? +... +62 = 0. Calderón avait montré, 
grâce à ces fonctions, que l’espace vectoriel engendré par les produits de 
fonctions harmoniques est dense dans L?. La démonstration de ce résultat 
repose sur le théorème d’injectivité de Fourier. 

Nous verrons ensuite la construction de Sylvester et Uhlmann de fonc- 
tions qui jouent un rôle analogue dans le cas où V’équation Au = 0 est 
remplacée par —Au+ Vu = 0. La différence fondamentale est qu’il s’agit 
d’une équation à coefficients variables. Un des objectifs de ce chapitre est 
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justement de montrer comment aborder un problème à coefficients variables 
en utilisant la notion de solution approchée. La démonstration donnée par 
Sylvester et Uhlmann comportait un passage assez technique qui a été sim- 
plifié par Hähner [52]. Nous suivrons sa démonstration, très élégante qui 
nous permettra de donner une illustration originale de la décomposition sur 
une base hilbertienne. 

Enfin, dans la dernière partie, nous expliquerons formellement comment 
ces constructions permettent de démontrer l’injectivité de V +> Ay. 


13.2. Densité des produits de fonctions harmoniques 


Dans ce chapitre, on considère principalement des fonctions à valeurs 
réelles. Lorsqu'on considérera des espaces de fonctions à valeurs complexes, 
on l’indiquera explicitement (en utilisant la notation L2(Q,C) par exemple). 


Théorème 13.1 (Calderon). Soit Q un ouvert borné de R” avec n > 2. 
L'espace vectoriel engendré par les produits de fonctions harmoniques est 
dense dans L?(Q). De même, l’espace vectoriel engendré par les produits 
scalaires de gradients de fonctions harmoniques est dense dans L?(Q). 


Démonstration. Les deux résultats se démontrent de façon analogue et on 
ne considérera que le cas de produits scalaires de gradients de fonctions 
harmoniques. Introduisons 

KH = {ue C(O) : Au = 0}, 

I= {Vu Vv : (u,v) E H x HY, 

X = Vect I. 
On veut montrer que si y € L? (Q) et fa yf dx = 0 pour tout f € X, alors 
y = 0. Ce qui entraînera que X+ = {0}, d’où le fait que X est dense dans 
L? (Q) (voir le corollaire 3.8). 

Considérons l’ensemble 
A:= {pEC":p-p=pi+...+pr =0}. 
Notons que 
pe A <> |Rep|? —|Imp|? + 2iRep-Imp=0 

<> |Rep|=|Imp| et Rep-Imp=0. 
L’observation essentielle est que si p € A, alors u;(a) = e’”?, ug = e’”? 
sont des fonctions harmoniques. En effet, Vuy = ipe®? d’où Au, = 
—(p: pe”? = 0 et de même Auz = 0. Nous allons utiliser ces remarques 


avec p choisi de la façon suivante : on se donne 7 € R” et k € R” tels que 
n-k =Oet |n| = |k|. Alors p = —in + k vérifie p - p = 0. 
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Considérons y € L?(Q) telle que fe yf dx = 0 pour tout f € X. Il faut 
faire attention ici au fait que X est un espace de fonctions à valeurs réelles 
alors que les fonctions u(x) = e*”? et v(x) = e®P sont à valeurs com- 
plexes. Mais on vérifie directement que si Au = 0, alors Reu et Imu sont 
des fonctions harmoniques. Par conséquent, l’hypothèse sur y entraîne que 
Ja pf dx = 0 pour tout f dans l’ensemble 


{V Reu: -Y Reuz, V Reui: V Imuz, V Imu: V Reuz, V Imu: YImuz}. 
On en déduit que 

J u Vus dz = 0. 

Q 


En rappelant que p = —in + k avec |n| = |k|, on en déduit que 
0 = | p(x)p : (=p). ee? dr 
Q 
= i, p(x) (—2|k|2 Jei? (intr) Hi (inte) dz 
Q 


= f -akolad = f ~2\k|? (vay) (x)e2*"* da, 
Q a 


où xg est la fonction indicatrice de Q. La fonction yay appartient à L!(R”) 
et donc sa transformée de Fourier Xoy est une fonction continue. Le calcul 
précédent implique que oy = 0. Pour conclure la démonstration, il ne 
reste plus qu’à observer que y = 0 d’après le théorème d’injectivité de la 
transformation de Fourier (voir le corollaire 5.14), dont nous rappelons ici 
l'énoncé : si f € L1(R”) est telle que f e~** f(x)dx = 0 pour tout £ € R”, 
alors f = 0. 


13.3. Équations à coefficients variables 


La preuve du théorème 13.1 repose sur l’utilisation des exponentielles 

eiTP avec 
pe A:={ç(EeC?':6-.C—=0}. 
Ces exponentielles sont des exemples de fonctions harmoniques et nous nous 
proposons d'étudier l’existence de fonctions similaires pour des équations à 
coefficients variables. Considérons une fonction V € L©(Q,R) et un opéra- 
teur P défini par“) 
u = —Au + Vu. 


La terminologie, issue de la Mécanique quantique, est la suivante : on dit que V est 
un potentiel et on appelle P l’opérateur de Schrödinger associé au potentiel V. On note 
simplement P = —A + V en identifiant la fonction V avec lopérateur de multiplication 
par la fonction V. 
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La fonction et? avec p € A n’est pas dans le noyau de P si V Æ 0, mais 
nous allons voir que l’on peut trouver une solution approchée de l'équation 


(—A + V)u = 0 de la forme 
u(x) = e”? (1 + r(2)) 


où r est un terme correctif qui sera petit (de taille O(|p|~')) pour une cer- 
taine norme. L’idée de chercher une solution approchée plutôt que de cher- 
cher une solution exacte est une idée essentielle pour étudier un problème à 
coefficients variables (et encore plus un problème non linéaire). 

Une autre idée essentielle est de relaxer le problème en cherchant une 
solution généralisée. Nous n’allons pas chercher une solution de l’équation 
—Au+ Vu = 0 au sens classique. Nous allons chercher une solution au sens 
dit faible (voir la définition 7.14). 

Soit u € H!(Q,C) et V € L®(Q). Alors la fonction f = Vu vérifie 
f € L?(Q) et donc f € Li.(Q). On peut déduire de la définition 7.14 que u 
est une solution faible de l’équation — Au + Vu = 0 si et seulement si 


y CHOC), 0;u)(0;¢) d Vuddz = 0. 
$ € CHO, C) Z u) (did) z+ TE 


Nous allons chercher une solution faible de l’équation —Au + Vu = 0 de 
la forme 


u=e”*(14r(2)), 


avec r dans l’espace de Sobolev H1(Q). 
Il est commode de conjuguer l'équation par e“*?. Pour faire ce calcul, on 
écrit formellement?) que 


(-A+V){e**(1+r)}=0 4 ce ?*(-A+V){e"*(1+r)} = 0 
(13.1) <> (-A-2ip-V+V)(1+1r) =0 
<= (-A-2ip-V4tV)r=—V. 


Notons que si r € H'(0,C) et V € L®(Q), alors —2ip- Vr + Vr +V 
appartient à Li,.(Q,C). Par conséquent, la définition 7.14 implique que r 
est une solution faible de (-A—2ip-V+V)r = —V si et seulement si, pour 
tout 6 € CE(Q, C), on a 


ZE Jens) dx + [ae -Vr + Vr)odx + [ V dda = 0. 


Le lemme suivant énonce que le calcul formel (13.1) a un sens pour les 
solutions faibles (la démonstration est laissée au lecteur). 


(2) C'est-à-dire en calculant comme si les fonctions étaient réguliéres, sans se préoccuper 
du fait qu’on manipule en fait des solutions faibles. 
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Lemme 13.2. Soit r € H'(Q,C). Alors u = e'?*(1+r) appartient à H'(Q,C) 
et u est une solution faible de (-A+V)u = 0 si et seulement si r est une 
solution faible de l’équation (-A — 2ip- V+ V)r = —V. 


Il reste maintenant à résoudre l’équation conjuguée, ce qui est l’objet de 
la proposition suivante. 


Proposition 13.3. Soit V € L°(Q). Il existe une constante Co qui ne dépend 
que de Q et de n telle que, pour tout 
pe A={CeC":6-¢=0} 
vérifiant |p| = Vp-p > max(Co||V||,~,1), et pour tout F € L?(9,C), 
l’équation 
(-A-2ip-V+V)r=F 
a une solution faible r € H'(Q,C) qui vérifie 


Co 
Lf 2 < — F 2, 
ae Ilze < Pl 


IVrlz2 < Coll Flr2ça). 


Démonstration. La démonstration, assez longue, est décomposée en deux 
étapes. 


Étape 1 : résolubilité de VEDP conjuguée dans le cas V = 0. On souhaite 
trouver une solution faible r € H! (Q, C) de l'équation 


(-A —2ip-Vir=F, 
vérifiant les estimations (13.2). 


Lemme 13.4. Pour tout p € A tel que |p| > 1, il existe un opérateur borné 
Qp: L?(Q,C) > H'(Q,C) tel que 


(A = diÿ-V)O,=1 
et vérifiant, pour tout F € L?(0,C), 


Co 
QF < 
lQpF 1x ip] 


[VQ F| z2 < Co FL), 


où Co est une constante qui ne dépend que de Q et de n. 


I|F'llze, 


Démonstration. Nous allons suivre une démonstration trés astucieuse de ce 
résultat qui est due à Hähner [52]. Écrivons p = s(wı + iw) avec s = 
lpl/V2 et w1,w2 sont des vecteurs de R” orthogonaux. On peut sans perte 
de généralité supposer que wi = (1,0,...,0) et wo = (0,1,0,...,0) sont 
les deux premiers vecteurs de la base canonique de R”. On peut également 
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supposer que 2 est inclus dans le cube II = [—7,7]". Étendons F par 0 
dans II. On se ramène à résoudre l’équation 


(—A — 2is(01 + i02))r =F dans IL. 


L'idée, astucieuse, est d’introduire une base hilbertienne bien choisie (on ren- 
voie à la section 3.2 du chapitre 3 pour l’étude des bases hilbertiennes). 
Introduisons | 

eg(x) = exp (i(k + 542) 2) (k EZ"). 
On vérifie directement que 

1 eo 
eke) = —— | ex(x)e;(x) dr = ôl, 

lene) = Gon J oade = à 
donc (ey)xezr est une famille orthonormale de L?(II,C) pour le produit 
scalaire précédent (produit scalaire usuel sur L?(IT), normalisé par la mesure 
de II). De plus, si v € L?(II,C) vérifie (v,e) = 0 pour tout k € Z, alors 
(vetit kt) — 0 pour tout k € Z”, ce qui implique ve-!/2#2 = 0, 
d’après le théorème d’unicité du développement en série de Fourier. On en 
déduit que v = 0. D’après le théorème 3.18, ceci prouve que (€n)nen est une 
base hilbertienne. En conséquence, on peut alors développer F sur cette 
base : on a F = J kegn Freep avec Fp = (F, ex) et 


Fe = DC IEP. 


kez” 


On cherche également r sous la forme r = J` pezn kek. Notons que 
1 
Vek = i(k + 52) ek 


d’où 
(—A — 2is(d1 + id))ex = pker 


pois («+ Que) = 2is(ikı = (kə ap 5))): 


Ainsi, équation (—A — 2is(01 + i02))r = F suggère de définir ry par 


Prrk = Fr. 
Notons que |Im p;| = |2s(k2 + $)| > s > 0 donc pp ne s’annule jamais et on 
peut résoudre l’équation précédente. De plus, 
1 1 
el < Fel < <|Fel, 
[Pr] $ 


ce qui implique que r € L? (I, C). 

Pour montrer que r appartient à l’espace de Sobolev H+ (IT), nous devons 
montrer que r admet une dérivée au sens faible dans L?. Pour cela, nous 
allons utiliser le fait que r est la somme d’une série de termes qui sont C® et 
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appartiennent donc à H'(II). Il suffit de montrer que la série converge nor- 
malement, c’est-à-dire que > |rx| ||Vex|| z2 < +00. Ce sera une conséquence 
de l'inégalité suivante 

1 
(k+ Se)re <S 4| Fx], kez”, 
ce qui impliquera ||Vr||;2 < 4||F||z2. Pour obtenir cette inégalité, on consi- 
dère deux cas : si |k + e2| < 4s alors 


(k + 52) 


et si |k + $e2| > 4s, alors 


As 
< z Ekl < 4| Fk], 


1 2 1 32 
Repl = || + 5e + 2skı > |k + 5e — 2s [ki 


1 12 1 
> |k i 5e 2s|k + sel 


1 
> 2s|k + 502]; 
d’où 
|k + teo] 
> 2s|k + les 


1 
|(k + 5e2)re| < 
2 
Ceci implique que la série }>r,e, converge normalement dans H1(II). 
Comme H!(II) est un espace de Hilbert, cette série converge dans H'(I1) 
et donc que sa somme r appartient à H!(IT). Alors r est une solution faible 
dans H!(IT), ce qui entraîne directement que r est une solution faible dans 
H'(Q). En effet, si la formulation faible est vraie pour toutes les fonctions 
tests à supports dans II, alors elle est vérifiée a fortiori pour toute fonction 
test à support dans Q. 
Ceci conclut la démonstration du lemme. 


1 
Fil < —|F;|. 
Fil < 9, 1 


Étape 2 : résolubilité de VEDP conjuguée dans le cas V # 0. On considère 
maintenant l’équation 
(-A-2ip-V+V)r=F, 


dans le cas général V € L (Q). On cherche une solution faible r € H1(Q,C) 
vérifiant les estimations (13.2). 

Pour V = 0, la solution est donnée par r = Q,F. Pour V ¥ 0, en 
s'inspirant de la méthode de variation de la constante, on cherche r sous la 
forme Q,F où FE L?(Q,C) est une fonction à déterminer. Notons que 


(-A-2ip-V+V)Q,F =F4+VQ,F, 
et on s’est donc ramené à résoudre l’équation 


F+VQ,F=F. 
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Rappelons que |Q,F||;2 < (Co/|pl)||F||z2. Notons T, l'opérateur défini par 
T,f = -VQ,f. On en déduit que, si |p| > max(2Cp ||V ||, , 1), 


= ee 
IT Fe < 5llF lice 


ce qui montre que J — T, est un opérateur inversible sur L?(Q) grâce à un 
résultat classique sur les séries de Neumann (voir le lemme 2.7). 
Alors 
LS QL nm Be at Se 
vérifie ’é@quation ; on déduit les estimations sur r de celles démontrées pré- 
cédemment. Ceci termine la démonstration de la proposition 13.3. 


Nous aurons également besoin d’une variante de la proposition 13.3 qui 
donne des solutions de la forme u(x) = e"P*(a(x) + r(x)) (nous n’avons 
pour l’instant considéré que le cas a = 1). Nous allons voir que si a est 
assez régulière, alors on peut obtenir directement de telles solutions à partir 
de la proposition 13.3. La notion de régularité qui nous convient est celle 
d’appartenir à l’espace H?(Q). 


Corollaire 13.5. Soit V € L©(Q). Il existe une constante Co qui ne dépend 
que de Q et de n telle que, pour tout p E A = {Å € C” : C- C = 0} vérifiant 
lol > max(Co ||V||z~,1), et pour toute fonction a € H?(Q,C) vérifiant 
p: Va = 0, l’équation 

(-A+V)u=0 


a une solution u de la forme u=e'?*(a+r) où r € H1(Q,C) vérifie 
C 
Irae < gy IA + Valle, 
IVrllp2 < Coll(-A + V)al|z2(o). 


Démonstration. La fonction u = e”#*(a + r) est une solution faible de 
(-A+V)u = 0 si et seulement si 


(-A-—2ip-V+V)(a+r) =0. 
Comme p- Va = 0, on en déduit l’équation suivante sur r : 
(—A — 2ip-V+V)r =—-(-A+4+V)a. 


L’existence d’une solution 4 ce probléme est obtenue en appliquant la pro- 
position précédente. 


Nous sommes maintenant en mesure de démontrer un résultat qui, en 
dimension plus grande que 3, généralise le théorème de Calderón vu au 
paragraphe 13.2. 
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Théorème 13.6. Soit Q un ouvert borné de R”. Supposons que la dimension 
d'espace est n > 3. Considérons deux fonctions Vi et V3 appartenant à 
L®(Q, R) et introduisons les ensembles 


A; = {u € H'(Q,R) : -Au+ Vju = 0}. 


Supposons que p € L® (Q, R) est telle que, pour tout uj dans A; (j = 1,2), 
on a 


alors p = 0. 


Remarque 13.7. La démonstration montre que l’on a un résultat analogue 
pour des fonctions à valeurs complexes. 


Démonstration. Notons que si p € L*(Q,R), alors l’intégrale fo uiu2g dx 
est bien définie d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. 

Nous cherchons à montrer que y = 0. Pour cela, nous allons utiliser un 
théorème d’injectivité. Comme dans la démonstration du théorème de Cal- 
derôn, nous utiliserons le théorème d’injectivité pour la transformation de 
Fourier (qui énonce que si la transformée de Fourier s’annule, alors la fonc- 
tion est nulle). L’idée de la démonstration est alors de chercher à approximer 
ett£ (£ quelconque dans R”) par des produits uuz avec uj € Aj. Ceci sera 
possible, grâce à l’hypothèse n > 3 et un raisonnement assez astucieux. 

Fixons £ € R”. En utilisant l'hypothèse n > 3, on introduit deux vecteurs 
¢1,¢2 de R” tels que 


EL, Elk, Qt, [tl =(¢al =1. 


Etant donné s > 0, posons 


Ps = 8(C1 + 162), 


de sorte que ps: ps = 0. Notons que ps: = 0 et donc p,-Ve'’s = 0. De plus, 
comme Q est borné, les fonctions e’*§ et la fonction constante 1 appar- 
tiennent à H?(Q). On peut donc appliquer le résultat précédent avec a = 
et ou a = 1. On en déduit que si s est assez grand, il existe deux fonctions 
ui, et u2 s dans H1(Q,C) qui sont solutions faibles de (—A + V;)u;,, = 0 
et qui sont de la forme 


the = EPS TT +11 s), 
U2,s = Code | + Ta,s), 


où ||rjslz2 < C/s pour j = 1,2. Alors les parties réelles et imaginaires 
de u1,s (resp. u2,,) appartiennent à A; (resp. A2). Par hypothèse sur y, 
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l'intégrale Jo yf dz s’annule lorsque f est le produit de fonctions de A: 
et A2 et donc 


J'ereuareussde == | pimus Imus de = 0 
Q Q 


On en déduit que obs pur, suz s dz = 0, d’où 


i y(eF + ri .)(1+ res) da = 0. 
Q 
En passant à la limite quand s — +0, il suit que 
J p(x)ei"6 dx = 0. 
Q 


Comme cela est vrai pour tout € € R”, on a montré que Ya = 0. Ceci 
implique que y = 0, ce qui conclut la démonstration. 


13.4. Théoréme de Sylvester-Uhlmann 


Nous voulons dans cette partie expliquer comment utiliser le résultat 
précédent pour résoudre le problème qui avait motivé le travail de Calderón. 
Nous nous bornerons 4 faire des calculs formels et nous ne chercherons pas 
à les justifier rigoureusement. 

Rappelons le contexte. On considère un ouvert Q qui est C% et borné. 
Étant donné une fonction V € L®(Q) telle que V > 0 et une fonction 
f: Q — R, on s'intéresse au problème de Dirichlet d’inconnue la fonction 
u: QR, 


—Au+Vu=0 dans Q, 
u=f sur 02. 


Ce problème admet une unique solution u appartenant à H+(Q). Pour le 
voir, on cherche u sous la forme v + f avec v € H (QQ) solution faible 
de —Av + Vv = Af + Vf. On montre ensuite que le membre de droite 
appartient au dual topologique de H}(Q), puis on répète les arguments 
utilisés à la section 7.2.2. 

On peut alors définir l’opérateur de Dirichlet-Neumann par 


Av(f) = d,uloe. 


Si l’on dispose du bon cadre fonctionnel, on peut montrer que c’est un opé- 
rateur linéaire continu auto-adjoint (de l’espace de Sobolev H!/?(0Q) dans 
son dual, voir par exemple les livres de Brezis [12] et Evans [38]). Un théo- 
réme important, dû à Sylvester et Uhlmann énonce que, en dimension n > 3, 
l'opérateur Ay détermine le potentiel V. Précisément, leur résultat énonce 
que l'application V +> Ay est injective. 
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Nous allons expliquer, par des calculs formels, comment ce résultat est 
relié à ce que nous avons fait précédemment. Pour cela, considérons deux 
fonctions u1, u2 vérifiant, au sens faible, 


— Au + Vu = 0, — Au + Vous = 0. 
Introduisons les traces de u et ug sur le bord, notées f1, fo, définies par 


fi = ulao, f2 = ulon. 


Alors Ay, fi = duilsn et donc, en notant (-,-) le produit scalaire sur 
L? (ƏN) (il faudrait, pour être rigoureux, comprendre le calcul suivant au 
sens de la dualité), 


Ou: 


(Ay, fi, fo) = 35 Du U2 ds. 


Si u1 et uz sont des fonctions régulières, alors on peut écrire 


on dS = X-vdS avec X = wuVu: 
on OV fare) 
= div X dx 
Q 
=) div (u2V ui) dx 
Q 


= | uo AU] + Vu 3 Vui dz, 
Q 
et comme Au, = Viu, on en déduit que 


(Av: fi, f2) = I Vu : Vue + Viuiug dt. 
Q 
De même, 
(Av, f2, fi) as | Vu : Vue + Vourug dt. 
Q 


Comme Ay, est auto-adjoint, on en déduit 


((Ay, — Ave) fi, fo) = fo — Vuius dz. 


Si Ay, = Avg, alors il suit que 


0 — | (Vi = V2)u1 U2 dx, 
Q 


pour toutes fonctions u1, uz dans H! (Q) vérifiant — Au; +V;juj = 0. Le théo- 
rème 13.6 entraîne alors le résultat voulu : V; = Vo. 
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13.5. Un exercice 
Exercice (corrigé) 13.1 (Énergie de Dirichlet). Soit Q un ouvert borné de bord 
régulier. On considère l'application Q : y € C'°(Q) + Q} définie par 
Q : f € H"? (8N) — J y|Vu|? dz 
Q 

avec u solution dans H!(Q) du problème de Dirichlet suivant : 

div(yVu) = 0 dans Q, 

u = f sur OQ. 


Montrer que, pour toute fonction f : 
dQ) = | Vo de 
Q 


où v est solution de : 
: = 0 dans Q, 


v =f sur OQ. 


CHAPITRE 14 


THÉORÈME DE DE GIORGI 


14.1. Introduction 


Soient n > 2 et Q un ouvert borné de R”. Considérons un opérateur L 
d’ordre 2, de la forme suivante 


Lu = 5 O;(ai;0çu), 
1<i,j<n 


où les coefficients aij: Q — R sont des fonctions mesurables. On dit que L 
est sous forme divergence car il peut s’écrire 


Lu = div(AVu), A= (aij)i,j- 


Définition 14.1, On dit que L est un opérateur elliptique s’il existe deux 
constantes strictement positives À, À telles que 


(14.1) VO ERxR", ALE? < XO ay(r)éé,, 
1<i,j<n 

et 

(14.2) uP aille ça) <A. 


Nous allons nous intéresser à la régularité des solutions de équation 
Lu = 0. Puisque l’on suppose seulement que les coefficients appartiennent 
à L (Q), l'équation Lu = 0 est à comprendre au sens faible. 


Définition 14.2. Une solution faible de l’équation Lu = 0 est une fonction 
u € H1(Q) vérifiant 


(14.3) vee CR(Q), D [auto dz = 0. 


1<i,j<n 
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Nous allons étudier la régularité des solutions faibles. La proposition 
suivante énonce que si L est elliptique, alors de telles solutions existent 
toujours. 


Proposition 14.3. Pour tout opérateur L comme ci-dessus et pour tout ouvert 
borné Q C R”, il existe des solutions faibles non nulles. 


Démonstration. Soit B(0, R) une boule ouverte qui contient strictement Q. 
Notons A le prolongement de la matrice des coefficients A = (a;;);; à R”, 
obtenu en posant A(x) = J en dehors de Q. Les hypothèses (14.1) et (14.2) 
entraînent que, quitte à changer la valeur des constantes À et À, l’extension 
vérifie 
A : z 
inf gy ee Ee JaA 
eer xR El i 
Introduisons la forme bilinéaire B définie par 


Bu, ¢) = i (AVu) - Vode. 
B(0,R) 


Alors les propriétés précédentes de A entrainent que B est une forme bili- 
néaire continue et coercive sur H{(B(0, R)). 
Considérons maintenant une fonction f € L?(B(0, R)) quelconque. Alors 


l'application 
pese I fode, 
B(0,R) 


est une forme linéaire continue sur L?(B(0, R)) et a fortiori sur l’espace de 
Hilbert Hj (B(0, R)). Le théorème de Riesz-Fréchet implique qu’il existe un 
unique u € Hj(B(0, R)) tel que 


W € H (B(0, R)), B(u,v) = -f fvdz. 
B(0,R) 
Comme u € Hj(B(0,R)) c H!(B(0, R)), on a trivialement u € H!(Q). 


Si on choisit f s’annulant sur Q, alors on vérifie directement que u véri- 


fie (14.3). 


Remarque 14.4. 


(i) Si le bord est assez régulier, on peut aussi construire des solutions 
faibles en résolvant un problème de Dirichlet (c’est-à-dire construire u véri- 
fiant (14.3) en cherchant une fonction u telle que Lu = 0 dans 2 et ulag = f ; 
voir les livres de Brezis [12] et Evans [38]). 

(ii) On constate que la définition 14.1 est très générale au sens où les 
hypothèses sur les coefficients sont nécessaires pour garantir que B est une 
forme bilinéaire continue et coercive sur Hj (Q). 
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Nous allons étudier le principal théorème de la théorie(l) de De Giorgi- 
Nash-Moser. Le résultat principal, spectaculaire, énonce que les solutions 
faibles appartiennent à un espace de Hôlder(2). 


Définition 14.5 (Espaces de Hôlder). Soient O un ouvert de R”, u: O > R 
et a € ]0,1]. On définit 


a,O += RE ee 
z£yeO |x on y|“ 


Par définition, l’espace de Hölder C°*(O) est l’ensemble des fonctions u 
continues et bornées sur O telles que [full o < oo. C’est un espace de 
Banach (exercice) pour la norme 

u(x) — u(y) 


Iulloo<(o) = sup |u(x)|+ sup à 
xEO rA#ycO |x g y| 


Théorème 14.6 (De Giorgi). Pour toute boule B C Q, il existe a € ]0,1] et 
C > 0 tels que 


Iullco.(s) < Cllullz2(a), 
pour toute solution faible u € H!(Q) de Lu=0. 


Il est intéressant de comparer ce théoréme et les résultats des chapitres 
précédents sur l’analyse microlocale, qui portaient eux aussi sur la régula- 
rité des solutions d’un probléme elliptique linéaire. Il y a deux différences 
fondamentales : 


(i) Différence de contexte. Le théoréme de De Giorgi s’applique sous des 
hypothéses trés générales sur les coefficients. On ne fait aucune hypothése de 
régularité sur les coefficients a;;, alors que dans les chapitres précédents sur 
Vanalyse microlocale on considérait des équations à coefficients réguliers. 

(ii) Différence dans la méthode de démonstration. Le fait que l’on ne 
fasse aucune hypothèse de régularité sur les coefficients entraîne que l’on 
ne pourra pas utiliser une approche qui consiste à modifier l'équation (par 
conjugaison ou par calcul symbolique). Au lieu de modifier l'équation, la 
démonstration du théorème de De Giorgi consistera à transformer l’incon- 
nue. L'élément clé à retenir est que ce résultat, qui est un résultat sur les 
solutions d’une équation linéaire, repose sur des changements d’inconnues 
non linéaires. 


(Pour une exposition détaillée de cette théorie, nous renvoyons aux articles originaux 
de De Giorgi [35], Nash [112] et Moser [105] ainsi qu'aux livres de Han et Lin [55], 
Jost [70], Taylor [141, 143] et aux notes de cours d’Ambrosio [4]. 

(2)Nous avons déjà introduit et étudié ces espaces à la section 5.4.2, grace à la transfor- 
mation de Fourier, dans le cas de fonctions définies sur l’espace entier. Nous les étudierons 
à nouveau par d’autres méthodes à la section 15.2. 
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14.2. Sous-solutions et transformations non linéaires 


La démonstration du théorème de De Giorgi consiste à introduire des 
changements d’inconnues non linéaires, de la forme v = ®(u). Cela va né- 
cessiter plusieurs idées. Il faudra bien sûr choisir ces fonctions ®. L’obs- 
tacle principal est que v = (u) n’est pas une solution faible de Lv = 0. 
L’idée pour pouvoir travailler avec des expressions non linéaires va reposer 
sur deux principes : (i) relaxer la notion de solution (on considérera des 
sous-solutions, ce qui revient à dire que Lv > 0) et (ii) considérer des chan- 
gements d’inconnues non linéaires particuliers compatibles avec la notion 
de sous-solution (ce sera le cas si ® est une fonction convexe croissante). 
En guise d’introduction à cette approche, commençons par considérer des 
solutions réguliéres. 


Définition 14.7. Soit u € C? (Q) et supposons que aj; € C'(Q). On dit que u 
est une sous-solution si Lu > 0. 
De méme, on dit que u € C?(Q) est une sur-solution si Lu < 0. 


Proposition 14.8. Soit ® € C?(R) une fonction convere croissante. Si u € 
C?(Q) est une sous-solution alors ®(u) est une sous-solution. 


Démonstration. On a L(®(u)) = P” (u) X aij (O;u)(O;u) + ® (wu) Lu. Or, par 
hypothèse, on a J aj;;(Oju)(Oju) > d|Vul?. Par ailleurs, 6”(u) > 0 et 
®'(u) > 0 par hypothèse sur ® et Lu > 0 par hypothèse sur u. On vérifie 
donc que L(®(u)) > 0, ce qui est le résultat désiré. 


La proposition précédente concerne les solutions régulières de Lu = 0 
alors qu’un aspect crucial du théorème de De Giorgi est qu’il concerne les 
solutions faibles. Nous allons donc donner une définition de sous-solution au 
sens faible, puis montrer que l’on peut étendre la proposition précédente à 
ce contexte. 


Définition 14.9. Une sous-solution faible est une fonction u € H!(Q) telle 
que, pour tout € C{(Q) avec ¢ > 0, 


> J aij (Oju)(O;¢) dx < 0. 


1<i,j<n 


Une sous-solution faible positive est une sous-solution faible vérifiant u > 0. 
Une sur-solution faible est une fonction u € H+(Q) telle que —u est sous- 
solution faible : pour tout ¢ € Cj(Q) avec 6 > 0, on a 


D Ja@uéar > 0. 


1<i,j<n 
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Remarque 14.10. Comme C (NQ) est dense, par définition, dans l’espace 
H&(Q), on a aussi 


D feuemranarcs, 


1<i,j<n 


pour toute fonction positive ¢ appartenant à Hj(). 


Proposition 14.11. Soit D: R — [0,+00[ une fonction convexe C?, crois- 
sante, avec ®' bornée et telle que (y) = 0 si |y| > R pour un cer- 
tain R > 0. Supposons que u € H'(Q) est une sous-solution faible. Alors 
®(u) € H!(Q) et ®(u) est aussi une sous-solution. 


Démonstration. Rappelons que 2 est un ouvert borné par hypothèse. 


Lemme 14.12. Soit G € C1(R) une fonction telle que G! est une fonction 
bornée sur R. Si u € H*(Q), alors la fonction composée G(u) appartient à 
H'(Q) et de plus les dérivées au sens faible de G(u) vérifient 


dG(u) = G'(u)dœu, i=1,...,n. 
Démonstration. Par hypothèse sur G, en posant M = supp |G’|, on a 
(14.4) V(s,t) E R°, |G(t)— G(s)| < M|t — sl. 


On en déduit que |G(u(x))| < |G(0)| + M [u(x)|, ce qui entraîne que G(u) 
appartient à L?(Q). Par ailleurs, comme G’ est une fonction bornée, la 
fonction G'(u)ðju appartient à L? (Q) pour tout j. Il ne reste donc qu’à 
démontrer que, pour tout indice j et pour toute fonction test ¢ € CE(Q), 
on à 


(14.5) [ Guno6ar = — oer apojnae. 


Notons que cette formule est vraie si u € C!(Q). En effet, dans ce cas 
c’est un corollaire de la formule d'intégration par parties. On considère 
donc une suite (un) de fonctions Ct à support compact qui converge vers u 
dans L?(Q), qui converge vers u presque partout et telle que Vu, converge 
vers Vu dans L?(w) pour tout w € Q (on n’a pas convergence dans L?(Q) en 
général). Alors, en utilisant l'inégalité (14.4), on déduit que G(un) tend vers 
G(u) dans L?(Q) donc que fe G(u,)0;9 dx converge vers fo G(u)ô; dx. 
Pour étudier l'intégrale fo 6G’(un)Oj;un dr, on utilise le fait que @ est à 
support compact et on note que, quitte à extraire une sous-suite, on peut 
supposer que uw, converge presque partout vers u et que jun converge 
presque partout vers ju, de sorte que le théorème de converge dominée 
entraîne la converge des intégrales vers fo ¢G’(u)0;udx. On obtient (14.5) 
en passant à la limite. 
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Le lemme précédent et les hypothèses sur © garantissent que ®(u) € 
H1(Q). Considérons ¢ € C4(Q) à valeurs positives. On veut montrer que 


(14.6) I > ai; (0;®(u)) (ib) dx < 0. 


Le lemme 14.12 implique que, pour tout j tel que 1 <j <n, 
0; ®(u) = ®'(u)d;u, 0; ®'(u) = ©" (u)d;u. 


En utilisant la proposition 7.23, on peut alors écrire que 


[Lesa wre) h E yt NAA) de = (D + 
D= | E yOu) ax, 


(II) = — 2 D” (u)p S aij (Aju) (ju) de. 
ij 

Comme ®'(u) appartient à H1(Q) (d’après le lemme 14.12) et comme 6 € 
Ch(Q), on a P'(u)o € H!(Q) d’après la proposition 7.23. De plus, en uti- 
lisant que ¢ est une fonction à support compact, on montre que ®’(u)® 
appartient à l’espace Hj (Q) (car cette fonction est la limite pour la norme 
I-Îlzrço) d'une suite de fonction appartenant à Co (9)). De plus, ®/(u)¢ > 0 
car @ > 0 et car ® est croissante. Alors, comme cela a été mentionnée à 
la remarque 14.10, on a (I) < 0. Il nous reste à montrer que (II) < 0. 
Pour cela, on utilise d’une part l’hypothèse de convexité, pour obtenir que 
®”(u) > 0, et d'autre part l’hypothèse d’ellipticité (14.1) qui implique que 
J; j aiz (iu) (Oju) > 0. On obtient donc (II) < 0, ce qui complète la dé- 
monstration de (14.6). La proposition est démontrée. 


L’argument essentiel pour étudier la régularité elliptique est l’inégalité 
de Caccioppoli. Nous avons déjà vu cette inégalité à la section 8.3 consacrée 
à la régularité des fonctions harmoniques. Nous allons maintenant voir que 
cette inégalité reste vraie pour des sous-solutions d’un problème général à 
coefficients variables. Considérons deux ouverts w,Q avec w C Q et une 
fonction u € H!(Q) sous-solution faible de l'équation Lu = 0. L’inégalité de 
Caccioppoli permet d’estimer ||Vul]|z2{w) en fonction de |[u||12(). 


Lemme 14.13 (Lemme de Caccioppoli pour les sous-solutions). 

Considérons une sous-solution faible positive v € H'(Q) et un ouvert 
w € Q. Il existe une constante C, ne dépendant que de Q,w,n, À, A, telle 
que 


(14.7) fae] v? dz. 
w Q 
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Dans le cas où Q = B(x0,p) et w = B(xo,r) avec 0 <r <p, ona 
K 
"End 


où K est une constante qui ne dépend que de n, À, A. 


(14.8) CK 


Démonstration. Comme nous l’avons mentionné à la remarque 14.10, on a 
1<i,j<n 


pour toute fonction positive ¢ appartenant à Hj(). 

Considérons maintenant une fonction Y% € C4(Q), à valeurs dans [0, +o], 
et qui vaut 1 sur w. Comme nous l’avons rappelé dans la démonstration de 
la proposition précédente, la fonction ¢ = wv appartient à Hj (Q). De plus, 
cette fonction est positive car v est positive par hypothèse. On peut utiliser 
la proposition 7.23 et la relation (14.9) pour écrire que 


[LP Davee (O;v)(O;v) d < -2 fo Saul) (ajv) (Oj) da 


Introduisons la matrice A = (aj;)1<i,j<n- D’après l'inégalité de Cauchy- 


1/2 1/2 
< (fe PULÉ ar) (| v? ul az) 
Q 


Par ailleurs, les hypothèses (14.1) et (14.2) sur les coefficients a;; entraînent 
que |AVv| < nA|Vo| et 


a fv polar < f 3 as (80X8) ar 


En combinant les inégalités précédentes, on vérifie qu’il existe une cons- 
tante C, ne dépendant que de Q, w, n, À, À, telle que 


1/2 1/2 
fe vufar < cf f Y? Vu ac) (/ o? Vy ar) , 
Q Q Q 


d’où l’on déduit que 


Schwarz, on a 


2 as 0;v)(O;p) dr! < 


w?|Vo|" dx < cf v? |V4|? de. 
Q Q 


On en déduit le résultat voulu (14.7). Pour obtenir l’estimation (14.8) de la 
constante, il suffit de considérer une fonction 4 € C{(B(xo.p)) qui vaut 1 
sur B(xo,r) et qui tend vers 0 linéairement entre 0B(x0,r) et 0B(xo, p). 
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Nous allons maintenant combiner le lemme de Caccioppoli et la propo- 
sition 14.11. Le but est de pouvoir considérer des changements d’inconnues 
plus généraux, de la forme v = ®(u) où ® est n'importe quelle fonction 
convexe croissante telle que ®(u) appartient à L? (Q). 


Proposition 14.14. Soit ®: R — [0,+oo[ une fonction convexe et croissante. 
Considérons une sous-solution faible u € H'(Q) et considérons un ouvert 
w E Q. Siv = (u) appartient à L?(Q), alors v € H'(w) et v est une 
sous-solution positive dans w, ce qui signifie que, pour tout € C4 (w) avec 
$ > 0, 


1<i,j<n°® 


Démonstration. Commençons par montrer que l’on peut approximer la fonc- 
tion ® par une suite de fonctions ®, qui vérifient les hypothèses de la pro- 
position 14.11. 


Lemme 14.15. Il existe une suite de fonctions ®p: R — [0,+oo[, convexes, 
croissantes, de classe C?, telles que (y) = 0 pour |y| > Rp pour une 
certaine constante R, dépendant de p et vérifiant 
VyeR, 0< ®(y) < Gy) et she ®,(y) = Py). 

Démonstration. Rappelons que si f: R — R est convexe alors le taux d’ac- 
croissement T(x) = (f(x) — f(a))/(x — a) est une fonction croissante pour 
tout a € R. Cette propriété nous permet de définir une fonction convexe et 
croissante, qui coincide avec ® sur [—p, p] et qui est affine en dehors de cet 
intervalle, de la façon suivante : 


P(y) — P(— 
a(yt+p)+®(-p) siy<-p, ota= lim (y) ( p). 
TE ee 
F3 y<=p 
p(y) = 4 (y) si —p S< y <p, 
By — p) + ®(p) si y > p, où 6 = lim (y) (p) 
y=p 


y>p 
Notons que ®, (y) < (y). On pose ensuite 


DE (y) = max{0, ®,(y)}. 


Alors y +> ot (y) est convexe, affine pour |y| assez grand et 0 < ot < oO. 


Pour conclure, il reste à régulariser St . Considérons une fonction régu- 
lière p: R > [0,+00[ vérifiant fg p(t)dt = 1 et telle que suppp C [0,1]. 
Posons 


plu) = pp * F(Y) ,  pp(y) = pp (py). 
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Il suit directement de la définition du produit de convolution que ®, est 
régulière, convexe et vérifie ®, > 0. De plus, comme pp est à support dans 
[0,1], en rappelant que oF est croissante, on vérifie que 


D, (x) = i p(y) Bt (a — y) dy < [ p(y) Bt (2) dy = BF (x) 


donc ®, < ot < %. Enfin, comme ot coincide avec ® sur [—p, p], la 


convergence simple de ®, vers ® provient des résultats sur la convergence 


des approximations de l’identité vus au chapitre 6. 


Comme (u) € L?(Q) par hypothèse et que 0 < B,(u) < Bu), le 
théorème de convergence dominée implique que ®,(u) converge vers ®(w) 
dans L?(Q). Par ailleurs, le lemme de Caccioppoli et la proposition 14.11 
impliquent que ®,(u) est bornée dans H'(w) pour tout w € Q. Comme 
H'(w) est un espace de Hilbert, on peut extraire une sous-suite (®p (u)) 
qui converge faiblement dans H! (w). Par unicité de la limite, on en déduit 
que v = (u) appartient à H+(w). De plus, v est une sous-solution car la 


limite faible d’une suite de sous-solutions est toujours une sous-solution. 


Lorsque ® est une fonction convexe, qui n’est pas nécessairement crois- 
sante, on dispose d’un résultat analogue mais qui ne s’applique qu’aux so- 
lutions faibles (il est faux en général pour les sous-solutions faibles). 


Proposition 14.16. Soit D: R — [0,+00[ une fonction convexe monotone. 
Considérons une solution faible u € H!(Q) et considérons un ouvert w € Q. 
Si v = ®(u) appartient à L?(Q), alors v € H! (w) etv est une sous-solution 
positive dans w. 


Démonstration. Si ® est croissante alors le résultat est un corollaire direct 
de la proposition précédente. Considérons alors le cas où ® est décroissante. 
Dans ce cas, la fonction ©: R — [0,+oo[ définie par ®(#) = ®(—t) est 
une fonction convexe croissante et on a v = 6(—u). Comme u est solution 
faible, —u est aussi solution faible, donc a fortiori une sous-solution faible. 


Le résultat voulu est un donc une conséquence de la proposition précédente. 


14.3. Itérations de Moser 
On note B(x0, p) la boule ouverte de centre zo et de rayon p > 0. 


Théorème 14.17. Fixons x9 E Q et considérons r,p avec 0 < r < p tels que 
B(xo,p) CQ. Il existe une constante c > 0 telle que pour tout v € H!(Q) 
sous-solution positive de L, on a 


llvllz=(B(z0,r)) < AVI L2(8(x0,0))- 
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Démonstration. La preuve que nous suivons est due à Moser. Fixons xp € Q 
et considérons r,p avec 0 < r < p tels que B(x0,p) C Q. On autorisera 
toutes les constantes à dépendre de xo, r, p. Considérons une suite de boules 
B; = B(xo, Rj) avec Rj = r + (p — r)27Ÿ de sorte que 
By41 C B; C +- C Bo = B(xo,p) et Bæ := N B; = B(xo,r). 

jeN 
Le principe de la démonstration est qu’il existe x > 1 tel que l’on peut esti- 
mer oll pons (Ba) fonction de II] pans (8, L'existence de la constante x 
provient du corollaire suivant de l’injection de Sobolev. 


Lemme 14.18. Soit k € [1,n/(n — 2)] pour n > 3 et k € ]1,+oo[ sin = 2. 
Il existe une constante y telle que, pour tout j EN, tout ve H'(Bj+1) on ait 
2 

(14.10) lo" læ) S MV lz ca, + Mele, 
Démonstration. L’inégalité de Sobolev implique que 

2 2K 

lo” rec) S Clé = C [|| Vollga + loll )] 

On utilise alors que la fonction t +> t?® est croissante pour obtenir que 


(s+t)?* < (2max{s,t})** < 22 (8 +t"), 


et on en déduit l'inégalité recherchée. 


Lemme 14.19. Fixons k € ]1,n/(n —2)] pour n > 3 et & € [1, +00[ si n = 2. 
Supposons que v € H'(B;) est une sous-solution faible positive. Alors v" 
appartient à H'(Bj41) et est une sous-solution faible positive dans Bj41. 
De plus, 

lo” llž2(8;1) < CO?” + 10/58) 
où C > 0 est une constante qui ne dépend que de n, À, A,r, p. 


Démonstration. Considérons la fonction convexe ®: R — [0,+00[ définie 
par 


Comme v est positive par hypothèse, notons que ®(v) = v“. De plus, par 
hypothèse, on a v € H'(B;), donc l'injection de Sobolev implique que ®(v) 
appartient à L?(B;). On peut alors appliquer la proposition 14.14 avec w = 
Bj41. On en déduit que v“ = (v) appartient à H!(B;;1) et que v” est une 
sous-solution faible positive dans B;+1. 

Pour démontrer l’estimation recherchée, on utilise l’injection de Sobolev 


K|12 k K 
(14.11) lo” li) S IVl) + MES) 
De plus, on a l'inégalité de Caccioppoli 
|[Vo]lz2(B;1) < Cillolz2(8,). 
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Pour contrôler la constante C}, nous allons utiliser la propriété (14.8) (en fai- 
sant attention au fait que dans (14.8) on a une inégalité pour le carré des 
normes). Comme la différence entre le rayon de B; et celui de Bj+1 est 
proportionnelle à 2-4, on obtient que l’on peut choisir C; de sorte que 
Cj < K2, 
ou K > 0 est une constante qui ne dépend que de n, A, A, r, p. 
En combinant les inégalités précédentes, il vient 


lo” 2202, Ha} < yC% lvl?s 2(B,;) + lolle) < (CF + Hilo ) 


équivalent au résultat recherché. 


On introduit alors une suite de fonctions définies par 
Uj = v“ 
Alors, si v € H'(Bo) est une sous-solution faible positive, on obtient à partir 
du lemme précédent, par récurrence, que vj appartient à H'(B;) et est aussi 
une sous-solution faible dans B;. Notons que YH = (v;)" et posons 


1/k 
N; = [ls qe) = lle - 
Ona 
kitl k ki kitt 
Nee = = [lvli Bas) SC?" +1) losl py = CS INA. 
Donc 
ea 1/njtt 
Nu < (C(2*% +1)) N°. 
On trouve 
itt 
lim sup N? < Le Ci" +1 je No < NG. 


j- +00 Ze 


Ceci démontre que la suite (Nj) est bornée. Nous allons pour conclure en 
déduire que v appartient à L°(B(xo,r)). En effet, notons M = sup;en Nj. 
Alors, par définition de N;, on a 


f |v ps da< f l da < M”. 
B(xo,r) B; 


Posons 
A = {x € B(xo,r) : [u(x)| > 2M}. 
Alors ; 
|A| (2M) < | lol" ax. 
B(xo,r) 


Donc, en combinant ces deux inégalités, il suit que |A| < 2727 pour tout 
j € N, ce qui entraîne |A| = 0. Ceci démontre que v est bornée par 2M 
en dehors d’un ensemble de mesure nulle; ce qui prouve que v appar- 
tient à L®(B(zo,r)). De plus, on a démontrée l'estimation désirée de 
llull L=(B(zo,r)) par un multiple de No qui est la norme L? de v sur la boule 
B(x, p). Ceci conclut la démonstration. 
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14.4. Inégalité de Harnack 


Nous avons déjà vu l'inégalité de Harnack pour les fonctions harmoniques, 
c’est-à-dire les fonctions u telles que Au = 0 (voir le théorème 8.5). Cette 
inégalité énonce que si Q est connexe et borné, et que u est une fonction 
harmonique positive sur Q, alors sup, cq u(x) est majorée par C infzeq u(x) 
où C est une constante universelle. La démonstration reposait sur la for- 
mule de la moyenne. Nous allons ici considérer le cas beaucoup plus diffi- 
cile d’une équation à coefficients variables. Dans ce cas, on ne dispose plus 
de la formule de la moyenne, ni d’aucune autre formule de représentation. 
Cependant, nous allons voir que l’on peut démontrer, pour une équation à 
coefficients L°, une version affaiblie de l’inégalité de Harnack. 


Théorème 14.20. Supposons que u € H!(B(xo,4R)) est une solution faible 
positive vérifiant 

{x € B(x0,2R) : u(x) > 1}| > elB(xo,2R)|, 
avec € > 0. Alors il existe une constante c > 0 qui ne dépend que de 
En, A,A, R telle que 


inf u>c. 
B(xo,R) 


Pour démontrer ce théorème, nous utilisons la version suivante de l’iné- 
galité de Poincaré. 
Lemme 14.21. Considérons une boule B C R” de rayon R. Pour tout £ > 0, 
il existe une constante C = C (e,n) telle que pour tout u € H! (B) vérifiant 


{xe B:u=O}| 2 eļ|B| 


n u’ dr < cr | |Vuļ? dz. 
B B 


Démonstration. Par l'absurde, si cela est faux on peut construire une suite 
(um) d'éléments de H! (B) telle que 


on ait 


{xz € B : um = 0}| > eļB|, | u2 dx =1, i [Vun|? da — 0. 
B B 


Alors on peut supposer que (um) converge vers u € H!(B), fortement dans 
L?(B) et faiblement dans H!(B). Alors uo est une constante non nulle. 
De plus, 


Se f ig tig dk S Wiel aE ls St 
{um =0} me 


d’où la contradiction recherchée. 
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Démonstration du théorème 14.20. On peut supposer que u > 6 > 0 (quitte 
à appliquer le résultat à u + 6, puis à faire tendre 6 vers 0). Le résultat va 
être obtenu en examinant v = max(— log u, 0). 
Introduisons ®: R — [0,-+c{, de la forme 
Dt)=at+f sit<d 
D(t)=—log(t) siô<t<li, 
&(t) = 0 sil<t 
où a et 8 sont choisis de façon à obtenir une fonction convexe. Comme u > 6 
on a v = (u). Nous voulons montrer que v est une sous-solution. Notons 
que ® est décroissante. Comme u est une solution faible, et pas uniquement 
une sous-solution faible, on peut utiliser la proposition 14.16. Ainsi, pour 
montrer que v appartient à H'(B(ao,2R)) et que v est une sous-solution 
sur B(xo,2R), il suffit de savoir que v € L?(B(x0,3R)). Or cela est un 
corollaire immédiat du fait que u appartient à L°(B(x0,3R)) d’après le 
théorème 14.17. On peut également appliquer l'estimation L® donnée par 
le théorème 14.17 à v, ce qui implique 
(14.12) lull (B(wo,R)) S ellullz2(B(wo,2R))- 
Notons que 
{x € B(x0,2R) : v = 0}| = |{x € B(xo,2R) : u > 1}| > e|B(xo,2R)|. 


L’inégalité de Poincaré précédente entraîne que 


(14.13) Ilvll 22 (B(eo,2R)) < CV L2(B(x0,2R)): 

Nous voulons montrer que le membre de droite est borné. Pour cela, nous 
allons utiliser une variante de l'inégalité de Caccioppoli obtenue en consi- 
dérons la fonction test ¢ = ¢?/u où Å € C(B(xo,4R)). Comme u > 6, 
la fonction Ç est bien définie et appartient à H4. Comme u est une solution 
faible, on obtient que 


i= f an DB) da 
=- f | E I a @u)oyu) dr +2 f E S ay (Oju) (a:l) dr 
B(20,4R) u2 27 \ 72 J B(xo4R) U a TINTI t ’ 


ce qui implique (en utilisant la condition d’éllipticité et l'inégalité de Hélder) 


I C |V log ul? dx < C IV dz. 

B(xo,4R) B(xo,4R) 

Donc, en choisissant Ç égal à 1 sur B(x0,2R) puis allant linéairement vers 0 
sur 0B(xo,4R), on trouve 


I |V log ul? da < C. 
B(x0,2R) 
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En combinant cette inégalité avec (14.12) et (14.13) (et le fait que f + 
max{ f,0} est bornée de H! dans H+), on en déduit 


sup v<C 
B(xo,R) 


ce qui donne inf g(zo,R) U > e77 > 0. Le théorème est démontré. 


14.5. Régularité hôldérienne 


Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 14.6 de 
De Giorgi, dont l’énoncé est équivalent au résultat suivant. 


Théorème 14.22 (De Giorgi). Considérons un ouvert Q, un point xı de Q 
et un rayon R > 0 tels que B(x1,5R) C Q. Alors il existe a € ]0,1] et 
C > 0 tels que toute solution faible u € H'(Q) de Lu = 0 appartient à 
C°*(B(a1, R/2)) et de plus 
[el] c0.0(B(@1,R/2)) S Cllullz2(B(w1,5R))- 

Remarque 14.23. Le même résultat est vrai si on remplace dans l’énoncé 
ci-dessus 5R (resp. R/2) par R’ (resp. R”) où R’ (resp. R”) est un nombre 
réel quelconque strictement plus grand (resp. plus petit) que À. Pour le voir, 


il suffit d’utiliser un argument de changement d’échelle, comme cela sera fait 
dans la démonstration du lemme 14.25. 


Démonstration. Nous commençons par montrer que u appartient à L®, 
quitte à travailler sur une boule plus petite. 


Lemme 14.24. On au € L°(B(x1,2R)) et de plus 


llull n° (B(@1,2R)) S Clullr2(8(1,4R)): 


où la constante C ne dépend que de n, A, A, R. 


Démonstration. Considérons les fonctions convexes 
y — max{y,0}, yt > max{—y, 0}. 


Comme u est une solution faible (et pas uniquement une sous-solution), 
on peut appliquer la proposition 14.16 pour en déduire que max{u, 0} et 
max{—u,0} sont des sous-solutions faibles positives. On utilise alors lesti- 
mation L® pour les sous-solutions positives donnée par le théorème 14.17. 
On en déduit que max{u, 0} et max{—u, 0} appartiennent à L°(B(x1,2R)), 
ce qui implique le résultat voulu. 


Maintenant que l’on sait que u appartient à L®°(B(x1,2R)), il reste a 
montrer que 


2. ———— < Cllullz2(e(e1,5R))- 
zży€B(æı,R/) . lt (B(«1,5R)) 
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Pour cela, il sera commode de fixer xo € B(x1,R/2) et de montrer qu’il 
existe une constante C, indépendante de xo, telle que 


u(x) — u(xo)| 


(14.15) eae < Cul 12(B(x0,4R)) 


pour tout x € B(xo, R) {xo}. Nous expliquerons plus loin comment en 
déduire facilement l'inégalité (14.14). 

Pour démontrer (14.15), nous allons étudier l’oscillation de u sur les 
boules B(xo,r) avec r < 2R. Par définition, l’oscillation de u sur la boule 
B(xo,r) est la quantité 


w(r) = sup u(x)— inf u(x). 
(r) Ps (x) ss (x) 


Lemme 14.25. Il existe y € [0,1[ tel que, pour tout r € ]0, R], 
w(r) < yw(2r). 


Démonstration. La démonstration est en deux étapes. On commence par 
démontrer le résultat dans le cas particulier ot r = R. Ensuite, on en déduira 
le résultat pour tout r € ]0, R] par un argument de changement d’échelle. 


Étape 1 : cas r = R. Quitte à ajouter une constante à u, on peut supposer 
que 


1 
su u(x)=— inf u(x) = =w(2R). 
PR ( ) B(x0,2R) 2 


Posons M = w(2R)/2 et 


u u 
Ut T M? u M 
Alors u— et u, sont solutions faibles de Lu} = Lu_ = 0 et de plus ces 


fonctions sont positives sur B(x0,2R). Notons que 
{x € B(xo,2R) : uz > 1}| + Hz € B(xo,2R) : u- > 1}| 
= {x € B(xo,2R) : u > 0}| + |{a € B(xo,2R) : u < O}| > |B(xo,2R)|. 
Par conséquent, soit 
1 
{a € B(ao, 2R) : U4 2 1} 2 51B(&o,2R)|, 
soit 
1 
{x € B(xo,2R) : u- > 1}| > 5|B(ao, 2R)]. 


Supposons pour fixer les idées que u+ vérifie cette condition (sinon on se 
ramène à ce cas en changeant u en —u). Alors l'inégalité de Harnack donnée 
par le théoréme 14.20 implique que 


u+(x) >c dans B(x, R), 
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pour une certaine constante c > 0. Par définition de u} = 1 + u/M, on en 
déduit que 

—M(1 — c) < u(x) dans B(x0, R). 
Or, par définition de M, on a aussi u(x) < M dans B(zo, 2R) et a fortiori 
cela reste vrai dans B(x0,RÀ). Par construction, on a w(2R) = 2M et on 
conclut que 


w(R)= sup u— inf u 
(8) ns B(xo,R) 


<M-(-M(1-0c)) = 2M -cM =2M (1- =) 
<yw(2R) avec y:= (1 — =): 
Notons que y dépend de n, À, A et éventuellement de R. Nous allons voir 


dans l'étape suivante que y est en fait indépendante de À. 


Étape 2 : cas r € ]0, R[. Introduisons 
u(x) = u( ao + Sle — wo), Qij(t) = aij (xo + Sl — 20). 


Comme u est une solution faible de $- 0;(a;;0;u) = 0, on vérifie directe- 
ment que u est une solution faible de l'équation X- 0;(@;;0;u) = 0. De plus, 
les coefficients à;; vérifient les hypothèses (14.1) et (14.2) avec les mêmes 
constantes positives À et À. On peut donc appliquer le résultat de l’étape 
précédente pour obtenir que 


w(R)= sup ü(x)— inf u(x) <yw(2R). 
(R) ue (x) un (x) < yw(2R) 


Or &(R) = w(r) et &(2R) = w(2r). On en déduit donc le résultat voulu. 


Considérons zo dans la boule B(x), R/2) et considérons maintenant x € 
B(x0, À) avec x # Xo. Posons r = |x — zo|. Alors il existe n € N* tel que 
2-HIR >r > 2 "R. On peut alors écrire que 

lu(x) — u(xo)| < sup u— inf u= w(r) < y" lw(2" tr). 
B(xo,r) B(xo;r) 
De plus, comme 2”~'r < R on a w(2"-1r) < 2|ulLo(B(x0,R)) (directe- 
ment par définition de w) et donc, d’après l’estimation L® donnée par le 
lemme 14.24, nous avons 


W(2 tr) < K|ul|12(8(0,4R)): 
Comme r > 27” R on a r“ > 27”®% R” pour tout a € ]0,1[. Alors 


[ea = Keo) 


n—lona p—-a 
|x — zo|” < A 2 R K||u||z2(B(x0,4R))- 


14.6. EXERCICES 311 


On choisit maintenant a tel que 2°y < 1 (alors a € ]0, 1/2[). Alors 


|u(a) — u(xo)| 


a et x , 
|x — zol llull z2(B¢ 0,4R)) 


pour tout x € B(xo, R) N {xo}. 
On prend maintenant la borne supérieure lorsque xo parcourt B(x1,R/2), 
pour obtenir que 


|u(a) — u(xo)| : |u(x) — u(xo)| 
sup 7 *< Sup SUP —— 7 — 
29,v€B(a1,R/2) |€ — zo| 2o€B(01,R/2) 2EB(&o,R) | — Tol 
zoz LALO 


< sup R K|u|r2(B(x0,4R) 
æo€EB(x1,R/2) 


< RTK |u|12(B(x1,5R))- 


Comme le lemme 14.24 nous donnait déjà une estimation L°, ceci conclut 
la démonstration du théorème. 


14.6. Exercices 


Exercice 14.1 (Théorème de Nash). Dans cet exercice, on étudie une équation 
parabolique générale et on montre un résultat analogue au théorème 14.17. 
Nous renvoyons au livre de Taylor [141] pour la solution. 

Fixons T > 0 et R > 0. On note Br la boule de centre 0 et de rayon R, 
et on pose Q = [0, T] x Q. Considérons l’opérateur 


D, (adm) 
1<j,k<n 


où les coefficients aj, vérifient ajk = akj et ajk € L (Bpr) pour tous j, k tels 
que 1 < j,k < n. On suppose de plus qu’il existe deux constantes À, A > 0 


telles que 
MDGS DE appellee <A > 6 
1<j<n 1<j,k<n 1<j<n 
pour tout € dans R” et presque tout x € Br. 

Nous avons étudié en cours la régularité des solutions de l’équation ellip- 
tique Lu = 0 et démontré en particulier le théoréme de De Giorgi. Le but de 
ce probléme est de démontrer le théoréme de Nash qui concerne les solutions 
u: Q — R de l’équation parabolique 


Ou — Lu = 0. 


Dans ce probléme, on ne montrera que des estimations a priori : on démontre 
des estimations pour des fonctions régulières ; obtention de ces estimations 
pour des fonctions moins régulières ne sera pas demandée. 
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(1) Soit v = v(t, x) une fonction appartenant à C?(Q). On dit que v est 
une sous-solution si (0, — Lw < 0. 

Soient k € [1,+00[ et v = v(t,x) une fonction positive appartenant à 
C?(Q). Montrer que si v est une sous-solution alors v“ est une aussi une 
sous-solution. 

(2) Soient V = (V1,...,Va)(t,x) et W = (W1,...,Wha)(t,x). On note 
(V,W) la fonction définie par 


VW)ba)= D. ajk(2)V;(t, Wie 2). 


1<j,k<n 


On note ||V|| la fonction y (V, V}. Montrer que (V,W) < ||V]| ||W]]. 
Soit v € C?(Q). Supposons que w € C?(Q) s’annule au voisinage de 
[0, T] x OQ. Montrer que 


JL (& — Dodrat= |f (Viv, Vow) aat ff wv dr dt. 
Q Q 


Posons g = (dv — Lv) et considérons une fonction y € C® (Q) qui s’annule 
au voisinage de [0,7] x Q. En utilisant l'identité précédente (appliquée 
avec w choisie convenablement), montrer que pour tout (7), T2) € [0,T}?, 


f ‘ [Poaza 
=- f" fk WV nv av drat+ f f vovarat 
if [ow v dzat- 5 f w 2(T2, x) dx + = Ia (Ti, £) 


En déduire 


[ Les v|2 dede + f y? (D, 2) 


T2 
< | Sadan’ 
Ty Q 


Tə 
2 | f Poaza | Yv’ (Ti, £) dx. 
Ti JQ Q 
(Indication : 2xy < $a? + 2y?.) 


(3) Soient (T; Vex et (R;);en deux suites telles que 
To = 0, Ta 2T;, TD- Å = As, lim T; = T/2, 
Ro=R, Rj <R;,  Rj-Rj=Bj°R, limR; = R/2. 


avec À, B > 0 deux constantes données. On pose Q; = [T;,T] x Br,. Noter 
que Qj41 C Q; (faire un dessin en dimension 1.) 
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Soit v € C?(Q) une sous-solution positive de 0; — L. Montrer que 
V t,- < C; : 
| oll p2(Q;41) as ees l|v( ; Mer.) N Cillullz2ce,) 
où la constante C} vérifie Cj < Cj? + C avec C indépendante de j. 
(4) Fixons k = 1+ 2/n. 
— Soient R/2 < r < Ret B, la boule de centre 0 et de rayon r. Soit 
w = w(x) appartenant à H!(B,). On admet qu’il existe une constante 
y = Y(R) telle que 


A/n k 
lol) <TIVaul22c lola + vole 


(Expliquez pourquoi, si vous savez démontrer cette inégalité.) 
— Montrer qu’il existe une constante y telle que, 


+ KII2 n 
VI EN, lv l2(Q;) < yoj(v ye IVzv1L20 (Q;) y+ allel (Q;)? 
ou 


aj(v) = sup FRITES 
te[T;,T] ? 


(5) Soit v € C? (Q) une sous-solution positive de 0; — L. Montrer que 
K|12 K 
lo" recois S (CF + 1)|v||25 o) 


(6) En déduire qu’il existe K > 0 telle que, pour tout v € C?(Q) sous- 
solution positive de 0, — L, on ait 


vllze(or < Klullza(a) 
où Q! = [T/2,T] x Br. 


CHAPITRE 15 


THÉORÈME DE SCHAUDER 


Dans ce chapitre, nous allons développer l'étude de la régularité hôl- 
dérienne des solutions d'équations elliptiques. Le résultat principal est un 
théorème classique de Schauder. En combinant ce résultat avec le théorème 
de De Giorgi, nous dériverons un résultat de régularité C% pour les surfaces 
minimales. 


15.1. Moyennes locales et équations elliptiques 


Un des objectifs de ce chapitre est d’expliquer comment utiliser la notion 
de moyenne locale pour étudier la régularité des solutions d’équations ellip- 
tiques. 


Définition 15.1. Soient A un sous-ensemble mesurable borné de Q et u € 
Li,.(Q). Dans toute la suite, on utilisera les notations f} et u 4 définies par 


loc 
rt 
ua = + udr = — | udr. 
y Al Ja 


On dit que ua est la moyenne de u sur A. 


Nous avons vu au chapitre 13 que les fonctions harmoniques, c’est-à- 
dire les fonctions u € C?(Q) telle que Au = 0, vérifient la propriété de la 
moyenne : 


u(x) = Up(e,r) pour tout r tel que B(x,r) € Q. 


Nous allons dans cette section commencer par voir deux inégalités qui tra- 
duisent cet effet de moyennisation pour les solutions d’un problème elliptique 
à coefficients constants. 


Proposition 15.2. Considérons une matrice A à coefficients constants véri- 
fiant 
FA > 0/ YEER”, AE)? < AE- E. 
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Supposons que u € H?(B(xo, R)) est une solution faible de div(AVu) = 0. 
Alors, pour tout r tel queQ<r< R, 


r\n 
(15.1) 1 jul? dz < c ( — f |u|? da, 
B(xo,r) (z) B(x0,R) 


r\nt2 2 
(15.2) | |u — U(xo,r)l dz < e(=) | |u — uB(zo,R)| dz. 
B(xo,r) B(xo,R) 


Démonstration. Prouvons (15.1). Par un argument de changement d’échelle 
élémentaire, il suffit de supposer que R = 1 et r < 1. Notons que le résultat 
est trivial si 1/2 < r < 1 (en effet, l'inégalité est alors vraie trivialement avec 
c = 2" pour toute fonction u € L?). Considérons le cas r < 1/2. En écrivant 


| jul? dx < 2r” sup jul? <2"r” sup ul’, 
B(xo,r) B(xo,r) B(xo,1/2) 
on voit qu'il suffit de montrer que 
sup |u? <C |u? dz, 
B(ao,1/2) B(x0,1) 


ce qui a déjà été vu dans le chapitre précédent (cf. le théorème 14.17). 

Démontrons (15.2). Supposons d’abord que r < R/2. Comme A est une 
matrice constante, on vérifie que dju € H!(B(x0, R/2)) est une solution 
faible de div(AVô;u) = 0. On peut alors utiliser (15.1) avec u remplacée 
par Vu, ce qui donne 


is \Vul? dr < c (=) | [Vuf dz. 
B(xo,r) R B(xo,R/2) 


Par ailleurs, nous avons l'inégalité de Poincaré (cf. l'exercice 7.3 et sa solu- 


tion 12) 
| |u — UB(ar9,r) |? daz < ar | |Vul? dz, 
B(xo,r) B(xo,r) 


et l’inégalité de Caccioppoli qui énonce que, pour) tout c € R, ona 


\Vul da < a | lu — cl? da. 
i R? Satay Bh 


En utilisant cette inégalité avec c = ug(x,,r) et en combinant le résultat 
avec l’inégalité de Poincaré, nous trouvons que 


r 


n+2 
f |u — uB(zo,r)? d£ < c1c263 (5) n |u — UB(eo,R)|” dz. 
B(xo,r) B(xo,R) 


(Le fait que l'inégalité soit vraie avec c € R quelconque provient simplement du fait 
que si u est solution de div(AVu) alors v = u — c est solution de la même équation. Par 
ailleurs, on a Vu = Vu. 
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w 
po) 


Ce qui est le résultat désiré. Il reste à considérer le cas R/2 < r < R. Pour 
cela, commençons par vérifier que UB(x9,r) est un minimiseur de la fonction 


mt | lu(x) — m|? dz. 
B(xo,r) 


Pour le voir, écrivons que 


| uma = f ju de — 2m f udr + m°|B(xo,r)|, 
B(xo,r) B(xo,r) B(xo,r) 


donc r 
af lu — m|? da = 0 pour m = f u dx 
dm B(xo,r) B(xo;,r) 


et on en déduit le résultat annoncé. Cela implique que (en rappelant que 
1/2<r/R<1) 


| [u(x) — UB(zo,r)l” dz < i, [u(x) — UB(x0,R)|° dx 
B(xo,r) B(xo;r) 


r n+2 
< ant (5) Í |u — uB(zo,R)|? dx. 
B(xo,R) 


Ce qui conclut la démonstration. 


15.2. Moyennes locales et espaces de Hôlder 


Dans la suite, on considère un ouvert Q de R” et on notera dg = 
sup, ye |v — y| le diamètre de Q. 
Rappelons l’inégalité de Jensen. 


Lemme 15.3 (Jensen). Soient (X, XÆ, u) un espace mesuré avec u(X) = 1, 
g une fonction 1-intégrable à valeurs dans un intervalle I, et ® une fonction 
convexe de I dans R. Alors 


o( f odu) < f odn 


En particulier, pour tout p € [1, +00], 
hg <f Lu? dx. 
Q 


La définition des espaces de Campanato fait intervenir un analogue LP 
de la variance. Pour motiver cette définition, commençons par étudier 


J(u) = inf fe- m|” dx (u € LP(Q)). 


Dans la démonstration de la proposition 15.2, nous avons vu que pour p = 2, 
ona 


J(u) = f lu — uel? dz. 
Q 
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Nous allons voir un résultat analogue pour le cas général 1 < p < co. 
Lemme 15.4. Pour tout p € [1,00], on a 
Jp(u) < | lu — ua? dx < 2J,(u). 
Q 
Démonstration. L’inégalité Jp(u) < fo |u— ue” dx est triviale. 


Considérons v € L?(Q). On utilise ’inégalité |a + b|? < 2?~1(\al? + |d|?) 
pour déduire 


i |v — val? dx < ey par + 2° f |ve|? dz 
Q Q Q 


En notant que 
[val ar < f |u|? dx 
Q Q 


(d’après l'inégalité de Jensen), on en déduit que 


| lu — val? da < J |u|? dz. 
Q Q 


En appliquant cette inégalité avec v = u — m (alors v — va = u — ua) et en 


prenant l’infimum pour m € R, on obtient le résultat désiré. 


Nous allons maintenant voir le lien entre régularité höldérienne et va- 
riance. Pour cela, nous allons nous intéresser aux moyennes locales d’une 
fonction plutôt qu’à ses valeurs ponctuelles. On commence par introduire 
une notation. 


Définition 15.5. Soient Q un ouvert de R”, xo E Q et r > 0. On note 
Q(xo,r) = QN B(xo;,r). 


Si f: QR, on pose 


faot =< Falzo,r) =f f da. 


Q(xo,r) 


(Notons u la fonction obtenue en prolongeant f par 0 sur R” \ Q. Alors 
Tat = UB(zo,r)-) 


Lemme 15.6. Supposons que f € C*(Q). Alors, pour tout £o et tout r > 0, 
j IFE) — feo,rl? de < 2P I fllGo,aunr?*°?, 
Q(zo,r) 


où wn est le volume de la boule unité (noter que l'intégrale du membre de 
gauche est une intégrale usuelle et pas une valeur moyenne Íoc PvE 
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Démonstration. Comme 


1 
f(x) — fzor = Ron) nes (f(x) T f(y)) dy, 
on à 
1 a Q 
FOR ETES Ilfllcoa|a — yl“ dy < || flloc.e(2r)*. 


On conclut en élevant le membre de gauche à la puissance p et en intégrant 
sur Q(xo,r). 


Définition 15.7 (Espaces de Campanato). Soient un ouvert de R”, À > 0, 
p € [1,oo[. Une fonction f € LP(Q) appartient à l’espace de Campanato 
LP(Q) si 


1/p 
Is = sup sup (r> f lala) <ow. 
O<r rp EQ Q(x0,7) 
Le lemme précédent implique que 
CAO) CGP rer (0), 


L’étude de l’inclusion réciproque est l’objet du théorème de Campanato qui 
sera démontré à la section suivante. 


15.3. Théorème de Campanato 

Définition 15.8 (Domaine lipschitzien). Un ouvert borné Q de R” est lipschit- 
zien (au sens généralisé) s’il vérifie la propriété suivante : il existe cą > 0 
telle que, pour tout xo € Q et tout r € ]0, dol, 


(15.3) |2 N B(xo,r)| > car”. 


Théorème 15.9 (Campanato). Considérons un ouvert lipschitzien borné 
Q CR”, c’est-à-dire vérifiant la condition (15.3). Soit p € [1,oœ!{ et soit 
A € ]n,n+pl]. Alors 
à-n 

= 


LAQ) c CQ) avec a = 


Démonstration. On note par c diverses constantes qui ne dépendent que de 
P, À, N et Cx. 


Lemme 15.10. Considérons un ouvert lipschitzien Q. Soient xo € Q etr, p 
avec 0 < r < p < do. Alors 


2 


Ty lflgrar oP. 


| fro yr > Fico,ol < 
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Démonstration. On a 


cat” [Foe — Pool a [fear = Fool? = i 


| faco,r = en dz. 
Q(xo,r) 


En utilisant l'inégalité |a + b|? < 2?-1(|a|? + |b|?) on en déduit 
(EN 1 | fry sr = sl" 


p—1 2 p a 7 j 
<2 (f ur f(x) dx DUC fo pl dx) 


< 271 Dates £ P de + -N Pq ) 
; ean! A fan O fzopl” dr 


< PHA a (> + 0%) < PIa 


d’où le résultat. 


Soit R < dg/2. Posons R; = R/2' pour i € N et appliquons l'inégalité 
du lemme 15.10 avec r = Ri+ı et p = Ri. Nous trouvons que 


ly Ries m Sco Ri 


2 —n i(n— =n 
g -p lfl eea R RY” = giln—r)/P RO WP] fll pp.r. 
Cx 


Comme À > n la série `` 2i(n—)/P converge et on en déduit que, pour tout 
j>i2o, 


(15.4) fée relient PES 


Par conséquent, (fx,,R;)ien est une suite de Cauchy. Le théorème de dif- 
férentiation de Lebesgue (cf. le corollaire 6.17) implique que cette suite de 
Cauchy converge vers f(x0) pour presque tout xo dans Q. Alors, on déduit 
de (15.4) (appliqué avec i = 0 et en faisant tendre j vers +00) que 


À—n 


P 


(15.5) If (20) — fro.rl < cllflleraR* avec a = 


Fixons R > 0. Comme zo + fror est bornée (car f appartient à 
LP(Q)), on en déduit que f est aussi bornée. Il reste à prouver que f est 
a-hôldérienne. Étant donnés x,y dans Q et R := 2\a — y|, on chercher à 
estimer | f(x) — f(y)| en fonction de R“. D’après (15.5), on a 


f(x) — f(y)l 


| f(x) ferl t lfe,R fur] lfy,R f(y)| 
2¢|| fll ger. R*+ | fer — url, 


< 
< 
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et il reste seulement à estimer | fs, — f,,r|. Pour cela, on écrit que 


cx2 R” | fc, ari fyr” 


< a ne fads 
Q(y,R/2) 


<a f O- fenlart f 1O- sual? as) 
Q(z,R) Q(y,R) 
< PIFI R>, 
d’où 
fe, — furl < elfler ROP = ell flera R”, 


En rappelant que R = 2|x — y| et en combinant les identités précédentes, 
on a montré que 


f(z) — FMI < ellfllgeala — yl, 


ce qui conclut la démonstration. 


15.4. Théoréme de Schauder 

Théorème 15.11 (Schauder). Soient a € ]0,1[ et u € H'(Q) une solution 
faible de l'équation div(A(x)Vu) = 0, où A € C% est une matrice symé- 
trique vérifiant 


Jco > 0/ Yz EN, VEER", ALE: E> colél. 


Alors u € CES (O) et pour tout compact F C Q, il existe une constante 


C > 0 telle que 


|ullo1.e(r) < Cllull a9). 


Démonstration. Fixons un ensemble borné K C Q tel que dist(K, ðN) > 0. 
On fait cette hypothèse pour garantir qu’il existe ro > 0 tel que B(x, ro) C Q 
pour tout x € K. 


Lemme 15.12. Soit A € ]0,n{. Il existe Ro > 0 tel que, pour tout xo € K, 


(15.6) sup ne | |Vul? da < +00. 
0<r<Ro B(xo,r) 


Démonstration. Soit xo € K. Nous utilisons la méthode de Korn dont l’idée 
est de se ramener à un problème à coefficients constants au voisinage de to. 
Pour cela, on écrit 


div(A(x)Vu) = div(A(xo)Vu) + div((A(x) — A(xo))Vu). 
On en déduit que 
div(A(xo)Vu) = div((A(xo) — A(x))Vu). 
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On décompose alors u comme la solution de deux problèmes distincts : 
u = v + w où 


(i) v l’unique solution de 
div(A(xo)Vv) = 0 dans B(x0,R), v|9B(x0,R) = Ul9B(x0,R)- 


Le point clé est que l’on peut appliquer la proposition 15.2, car v est solution 
d’une équation à coefficients constants. Alors 


(15.7) | Vol? da < C (=) f \Vul? dz. 
B(xo;r) R B(xo,R) 


La constante C ne dépend que de la norme de A(xo), qui est bornée sur K. 
(ii) Par ailleurs, w = u — v est solution de 


div(A(xo)Vw) = div((A(xo) — A(x))Vu), W|9B(x0,R) = 0. 


Le point clé est que le terme source est petit car |A(xo) — A(x)| = 
O(|2o — x|“) par hypothèse sur A. On en déduira plus loin que 


(15.8) IV wl 2208 (0, R)) < CR°||Vul 12(8(x0,R))- 


Fixons R € ]0,min{1,do}]. On veut comparer Vu et Vu. La première 
observation est la suivante : comme u—v appartient à H{(B(xo, R)), la for- 
mulation faible de div(A(xo)Vv) = 0 donne 


i A(x) Vu-V(u— u) = 0, 
B(xo,R) 
donc 


i, A(ao)Vu-Vuda = | A(ao)Vu-Vuda. 
B(xo,R) B(xo,R) 


En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l’éllipticité de A(xo), on en 
déduit que 


co f ul dx < Mei? f IVul? dz. 
B(xo,R) B(xo,R) 


L’inégalité (15.7) implique alors que 


FAT 2 
[Vol? dx < C’ (— ih [Vu da. 
= (x) B(xo,R) 


Nous utilisons maintenant l'inégalité |x + y|? < 2|a|? + 2|y|? pour x,y 
dans R” : 


i) \Vul* da < 2 | Puf de +2 f [Vu — Vol? dz. 
B(xo,r) B(xo;r) B(xo;,r) 
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En combinant les deux inégalités précédentes, on en déduit que, pour tout r 
tel que 0 <r < R, 


(15.9) | |Vul? dx 
B( 


r 


g C' (=) J Vu as +2 f Vu — Vol? dz. 
R/ doter B(ao,R) 


Nous allons maintenant estimer la contribution de fp (0,R) |\Vu—Vol> de. 
Pour cela, rappelons que, par construction, u — v € H}(B(ao, R)). La for- 
mulation faible des équations div(A(xo)Vv) = 0 et div(AVu) = 0 entraîne 
que 


i A(xo)Vv- (Vu — Vv) dz = 0, 
B(xo,R) 


f A(x)Vu : (Vu — Vv) da = 0. 
B(xo,R) 


Ecrivons alors 


= 1 A(zo)Vv : (Vv — Vu) dx +f A(xo)Vu : (Vu — Vv) dx 
B(x0,R) B(xo,R) 


+ | (A(xo) — A(x))Vu- (Vu — Vv) da, 
B(xo,R) 
donc 


| [Vu — Vol” dz 
B(xo,R) 
est majoré par 


|A — A(20) |] ze (8(x0,R) 


Co 


l | Vull 2 (20,29) Vu — Vol za(B(eo. ro) 
d’où 

|Vu — Vol L2(B(x0,R)) < CR°|V ul z2(8(x0,R))- 
De façon évidente, ceci implique que 


(15.10) Vu fom Vullz2(5(29,R)) < C° R||Vulli2(B(29,R))- 


324 CHAPITRE 15. THÉORÈME DE SCHAUDER 


Introduisons la fonction f: [0, R] + R4 définie par 
f(r) = Of [Vu]? dz. 
B(xo,r) 


On déduit de (15.9) et (15.10) que 


ft) <C (D (5) ree) F(R). 


Comme a > 0 et À < n par hypothèses, il existe deux nombres réels 6 > 0 
et R1 > 0 tels que, si r/R < 0 et R < Ri, on ait 


r\n-A rà R 
(+) e) <a 
Alors f(r) < f(R) pour tout (r, R) € [0, 0R1] x [0, Ri] d’où bien sûr f(r) < 


f(Rı) pour tout r < Ro = 0Rı. Comme f(Rı) < +00, ceci conclut la 
démonstration. 


Lemme 15.13. Soit A € |0, n]. S'il existe Ro > 0 tel que 
(15.11) sup sup eo |Vul da < +00, 
roe K 0<r<Ro B(xo,r) 
alors il existe R1 > 0 tel que 
—)—2a 2 

sup sup r [Vu — (Vu) | da < +00, 

zoEK 0<r<Rı B(xo,r) 
où l’on a noté (Vu), la moyenne de Vu sur la boule de centre xo et de 


rayon r. 


Démonstration. Soit xo € K. Quitte à diagonaliser A(xo) et à faire un 
changement de variables, on peut supposer que A(x0) est la matrice identité. 
Comme dans la démonstration du lemme précédent, nous allons commencer 
par montrer que, pour tout r tel que 0 <r < R, 


(15.12) | [Vu — (Vu),|? dr 
B(xo,r) 
r\nt2 2 2 
<o(Z) I Vu — (Vu)r[? dr + C Vu — Vol de, 
R B(x0,R) B(x0,R) 
où v est comme précédemment. Pour cela, on écrit (cf. la proposition 15.2) 


r 


2 nka 2 
f Vo (Wo),|?dx < C (2) i. Vo (Veal? ae. 
B(xo;r) R B(xo,R) 


En utilisant le résultat déja vu 


J.-C ing ff mPae, 
B(xo,r) MER JB(x0,r) 
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on en déduit que 


T 


2 n+2 2 
(15.13) j Vu (Vo) ar < C (Z) Í [Vu — (Vu)pl’ de. 
B(xo,r) R B(x0,R) 


Nous allons maintenant comparer 
i |Vv — (Vu)rl dr et | [Vu — (Vu)rl dx 
B(x0,R) B(xo,R) 


en utilisant le fait que Av = 0 dans B(xo,R) et le fait que u — v € 
Hi (B(xo, R)) peut être utilisée comme fonction test. Ecrivons 


| vow a dre | WW Ca ads 
B(xo,R) B(xo,R) 


+ Lane — (Vu)r)- V(v — u) dz. 


Nous allons voir que le second terme du membre de droite s’annule. En effet, 
sur la formulation faible de Av = 0, nous voyons que 


I Vv- V(v — u)dz = 0. 
B(xo,R) 


Par ailleurs, Jet R)(Vu)r -V(u — u) dx = 0 en intégrant par parties (en 
utilisant encore que u—v € Hj(B(2o, R)) et que V(Vu)r = 0. L’annulation 
du second terme et l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne directement 


| [Vo — (Vu)rl? de < | [Vu (Vu)f de. 
B(xo,R) B(x0,R) 
En combinant cette inégalité avec (15.13), on trouve 

2 T n+2 2 
(15.14) J Vu (Vo) ar < C (2) ii [Vu — (Vu)p|? dz. 
B(&or) RY JB (20,R) 


Finalement, on a 


| [Vu —(Vu),|? dz < 3 | [Vo — (Vv),|? dz 
B(xo,r) 


B(xo,r) 


+3 / [Vu — Vol” da 
B(xo,r) 


+3 / |(Vu), — (Vv),|? dz. 
B(xo,r) 


La dernière expression est contrôlée par l’inégalité de Jensen : 


| |(Vu)r — (Vo) ae< f [Vu — Vol de. 
B(xo,r) B(xo,r) 


En combinant ce qui précède, on obtient le résultat voulu (15.12). 
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On utilise alors l’inégalité (15.8) pour estimer V(u — v) puis l'hypothèse 
(15.11) pour obtenir 


(15.15) | [Vu — (Vu),|? ax 
B(xo,r) 


n+2 
< c(3) I [Vu — (Vu)r|? de + CR, 
R B(xo,R) 


pour r < Ro. Introduisons la fonction 
F(r) = | [Vu — (Vu),|? dz. 
B(xo,r) 


Alors, 

F(6r) < CO 2 F(R) + Cho 
pour tout 0 tel que 0 < 0 < 1 et tout R < Ro. On choisit alors 0 pour que 
Conrt2-A~20 — 1/2 et on en déduit que 


aa | [Vu — (Vu),|? dx < Cy 
B(xo,r) 


pour 0 < r < R,. 


Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème. Consi- 
dérons z € Q et 0 > 0 tel que B(z,0) € Q. Nous allons démontrer que Vu 
appartient à C°*(B(z,6/2)), ce qui conclura la démonstration. 

Notons B la boule B(z, 0) incluse dans Q. Le lemme 15.12 implique que 
l'hypothèse (15.11) du lemme 15.13 est vérifiée pour tout À € ]0,n[. On dé- 
duit du lemme 15.13 qu’il existe R1 > 0 tel que 


sup sup Da. [Vu — (Vu), dr < +00. 
20€B0<r<R: B(xo,r) 

Par ailleurs, pour toute fonction u telle que Vu appartient à L?(Q), 

on montre aisément que 


sup sup 2n. [Vu — (Vu), da < +00. 
20€B Ri<r Q(xo,r) 
Il suit que Vu appartient à l’espace de Campanato Z2+24(B), On choisit 
alors À tel que À > n —2a. On déduit alors du théorème de Campanato que 
Vu € CP (B) avec 
1+2a—-n 

pan 
Alors Vu € C®™Ê(B) pour tout 8 < a et a fortiori Vu € L®(B). Comme 
B = B(z,0), le fait que Vu € L® (B) implique de façon immédiate que 


sup sup ety IVul dr < 2] Vull =(B)- 
to €B(z,0/2) 0<r<0/2 B(xo;,r) 
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L'hypothèse (15.11) du lemme 15.13 est donc vérifiée avec À = n. Le lemme 
15.13 s’applique et donne qu’il existe £1 > 0 tel que 


sup sup a [Vu — (Vu), [? da < +00. 
to €B(z,0/2) 0<r<e1 B(xo;,r) 


Comme précédemment, on en déduit que Vu € Z?"+24(B(z:,0/2)). Donc, 
grâce au théorème de Campanato, on a Vu € C°*(B(z,0/2)). Ce qui est le 
résultat voulu. 


La démonstration précédente permet de considérer le cas d’une équation 
avec terme source et on a le résultat suivant. 


Théorème 15.14. Soient a € ]0, 1| etu € H!(Q) une solution faible de l’équa- 
tion 

div(A(x)Vu) = div F 
où A € C% est une matrice elliptique symétrique et F € Ge (Q). Alors 
Vu € Cwe (9). 


15.5. Régularité H? 


Les lemmes que nous avons démontrés pour étudier la régularité elliptique 
concernent tous des inégalités pour des fonctions u € H'(Q). Nous aurons 
besoin de savoir que l’on peut appliquer ces inégalités pour Vu au lieu de u. 
Pour cela, nous allons énoncer dans cette section un résultat de régularité H? 
à l’intérieur de Q (loin du bord). 

Commençons par une observation élémentaire. 


Lemme 15.15. Si v € C3(Q) alors la norme L? du laplacien de v contrôle la 
norme L? de toutes les dérivées secondes de v : 


éd = Avie) 


Démonstration. En intégrant par parties, on trouve 


D 020 = = S (ðiðjv)? =- | = (0;v)(0?0;v) d 
Q 


i,j=1 i,j=1 
= [Sc NO) dx = | Avl2249 
4,j=1 


ce qui est le résultat désiré. 


Le résultat suivant est beaucoup plus fort. Il correspond au lemme pré- 
cédent mais : 

— il s'applique pour des solutions faibles (H+ et pas C°); 

— iln’y a pas besoin de faire une hypothèse sur le comportement au bord ; 
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— il est vrai pour des opérateurs à coefficients variables, comme 


div(AV-) = 55 0; (a4; (x)O;°), 
i,3=1 
où A = (a;j)igi,jen est une matrice elliptique (telle que À € L°(Q) et 
(AE, €) > AE]? pour une certaine constante À > 0). 


Théorème 15.16. Soit Q un domaine régulier de R” et soit f € L? (Q). 
Considérons une matrice elliptique À € VONA CO) ) et u € Ah.(Q) solution 


faible de div(AVu) = f. Alors, pour tout Q” € Q € Q, il existe une 
constante c telle que 


h |V2u)* da < e f (ue + F1?) da 


La démonstration est le sujet de l’exercice corrigé 15.1. La démonstration 
est basée sur l'inégalité de Caccioppoli et la méthode de Nirenberg : l’idée 
est de considérer des dérivées partielles discrètes. Étant donné y € R”, nous 
introduisons l’opérateur A, défini sur L?(Q) par 

ly| 
Les propriétés élémentaires de la différentiation des fonctions sont encore 
vraies : la régle de Leibniz 


Ay (ab) = (rya)Ayb + (Aya)b, 


et l’intégration par parties 


J e@)Ayula) ax =- | uA) ae, 
Q Q 


(pour tout y € C4(Q) et tout |y| < dist(supp y, OQ). On est alors en mesure 
de conclure la démonstration grâce au résultat suivant. 


Lemme 15.17. Soit u € LẸ (Q) avec 1 < p < œ. Alors Vu € LẸ (Q) si et 


seulement si, pour tout Q! € Q, il existe une constante C > 0 telle que, 


Vy € B(0,1) x {0}, Yy € C (Q le (A,u)y dz} < 


Cliell zeg (X) 


où 1/p +1/p! = 1. 


15.6. Régularité des surfaces minimales 


Soient Q un ouvert borné régulier connexe et g: OQ — R une fonction 
donnée régulière. Introduisons l’espace affine 


Ay (Q) = {u € H'(Q): ulao = g}. 


15.6. RÉGULARITÉ DES SURFACES MINIMALES 329 


Considérons une fonction u € Hj(Q). On note S(u) la surface 
S(u) = {(2,u(x)) : x € 9}, 
et A(u) Vaire de S(u), définie par 


A(u) = f V1+|Vul? da. 


Définition 15.18. Soit ue H}(Q). On dit que S(u) est une surface minimale si 


A(u)= inf Av). 
(= inf Ae) 


Le résultat principal de ce chapitre énonce qu’une surface minimale est 
de classe C% à l’intérieur de son domaine de définition. Pour obtenir ce 
résultat, nous commençons par la proposition suivante. 


Proposition 15.19. (i) Soit u € Hi (Q). Si S(u) est une surface minimale 


alors 
H(u) = in( ) =0 
y 1+ |Vul? 
au sens où 
Vu- V 
(15.16) Vo € HN), NE i=. 


a V1+|Vul? 
(ii) Siu e WES(Q) est solution de (15.16) alors u € HÈ.(Q) et, pour 
tout k tel que 1<k <n, 


(15.17) div(AVôgu) = 0 

où A = (6,0, F(Vu)higi,jen avec F(6) = y1 + |¢P. 

Démonstration. (i) Considérons la fonction 0: t ++ A(u + tọ), définie 
pour te[-1,1]. Alors 6(t)= fo f(t,x) dx avec f= y1 + |Vu+tVy|*. On a 


Vu: Ve +t|Vol? 


L| < [Vu] [Vel + Vol? € 2'0), 
y1 +|Vu +iVol 


la f| = 


où l’on a utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On peut alors appliquer le 
théorème de dérivation de Lebesgue qui implique que 0 est dérivable. On 
obtient l’équation (15.16) en écrivant que, si u est un minimiseur, on a 
6’(0) = 0. 

(ii) Posons G(¢) = Vey 1+ |¢l? = ¢/V1+|¢|? de sorte que l’équa- 


tion (15.16) s’écrive 


| G(Vu) - Vo dz = 0. 
Q 
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Soient k € {1,...,n} et h tel que |h| < dist(supp y, OQ). Alors 
| (F(Vule + her)) — F(Vu(2))) - Vola) dx = 0. 
Q 


Notons G° les coordonnées de G (donc G = (G1,...,G")) et écrivons 
G'(Vu(a + hex)) — G'(Vu(x “Le c(a )(Oju(a + hex) — dju(x)), 


où 
1 
cha) = | (0e,6')(tWule+ hex) + (14) Vu(a)) dt 
On obtient que 
Apae h 
nesu = z (u(@ + her) —u(x)) 


f 2 eile) 0; (Ane, U u)ðip dx = 0. 


Nous allons voir maintenant que la matrice (c},(x))i<i,j<n est elliptique, 


uniformément en h. Nous devons montrer qu’il existe À > 0 tel que, pour 
tout h, tout € et tout x, ona 


D hait > AE 


1<i,j<n 


vérifie 


En dérivant G, on calcule que 
O GG 
d,G (G) = Trice + lag ‘al + ROUES 
Posons Y(t, x) = {Vu(x + hex) + (1 — t)Vu(z). Alors 
1 
T ches = f° C+ Gade Keat 


1<i,j<n (1+ [Y (t, x)|2)3/2 


Or, d’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a 


GHY, x) PIE- Y t, 2-8) = EPH [IYE DPE- YG, 1)-8)? dr 


donc 


DE O) | : dt 
uee > S J FYE oA 


1<i,j<n 
Maintenant, on utilise que, par hypothèse, Vu € L®(Q). Cela implique 
que (1 + |Y (t, x)|2)73/2 est minoré par une constante positive et donc c 
est une matrice elliptique, uniformément en h. On peut alors appliquer 
(la démonstration de) l’inégalité de Caccioppoli. Considérons 2” € 1 € Q 
avec |h| < dist(Q’,0Q). On peut estimer la norme H!(Q”) de Ane, u en 
fonction de la norme L?(Q’) de Ane, u qui est elle-même contrôlée par la 
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norme L*(Q) de Vu. On en déduit alors que u appartient à H?(Q”) et que 
Von a l'équation désirée (cf. le lemme 15.17). 


On peut maintenant démontrer le résultat suivant. 
Théorème 15.20. Si u € W!®(Q) vérifie H(u) = 0, alors u € C® (Q). 


Démonstration. u € H?,.(Q) et de plus div(AVO;,u) = 0. Comme Vu € 
L®(Q), la matrice A vérifie les hypothèses du théorème de De Giorgi, qui 
implique que pku appartient à Ce (Q) pour tout k et par conséquent u € 
CES (Q). Alors on en déduit que A est à coefficients C}>®(Q). Le théorème 
de Schauder implique alors que O,u € Gye pour tout k. On en déduit alors 
que u € Co On peut dériver l’équation et vérifier que 0;0;,u vérifie une 
équation du méme type (avec un terme source et on utilise le théoréme 
15.14). Le théoréme de Schauder entraine u € Coe. En raisonnant par 
récurrence, on obtient le résultat désiré. 


15.7. Exercices 


Exercice (corrigé) 15.1. Soit n > 1 un entier quelconque. Dans cet exercice, 
nous noterons (-,-) le produit scalaire dans R”. Soit Q un ouvert de R” 
et soit À € C°1(Q,.@,(IR)) une application lipschitzienne de 2 à valeurs 
matricielles, telle que, pour un certain À > 0 : 
Ve EQ, VEER", (A(x)6,6) > AEI. 
Pour tout h € R”, et pour toute fonction u = u(x), on note 

u( +h) — u(x) 

[h] | 


Considérons deux ouverts Q’ et Q” tels que X CO” et Q” CA. 


Tru =uļr+h) et Apu= 


(1) Montrer que, pour u € H!(Q) et h assez petit, on a 
Thu = ul|z2(Q) < |h| IVullz2ça). 


(2) Soit f € L? (Q). Soit ue H+(Q) une solution faible de — div(AVu) = f. 
Montrer que pour tout h assez petit et € H1(Q), à support dans Q”, on a 


| GA (Amie Vode | Ads | (AA) Vu: Voda. 
Q Q Q 


(3) En s’inspirant de la preuve de l’inégalité de Caccioppoli, montrer que 
[VAyu| da < cf (u? + f?) dx. 
a Q 


[Indication : on pourra utiliser le fait que fov \Vul da < c folu? + f?)] 
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(4) En déduire que u € H?(Q/) et que 
V2ul" dz < ct fw + f?) dx. 
Q Q 
(5) Considérons le rectangle R = [0,1] x [-1,1]"~' et le problème de 


Dirichlet suivant : 


—div(AVu) = f sur R, 
u=0 sur OR. 


Soit R’ = [0,1/2] x [-1/2,1/2]”—!. Montrer que 


|V2u| de < oy (u? + f?) de. 
R’ R 


CHAPITRE 16 


ESTIMATIONS DISPERSIVES 


Ce chapitre est composé de deux parties bien distinctes. Nous commen- 
cons par une introduction à l’étude du problème de Cauchy pour l’équa- 
tion de Schrödinger non linéaire. Nous énoncerons de nombreux résultats 
sans démonstration(l) pour essayer de donner un aperçu de résultats ré- 
cents dans ce domaine. Cela nous permettra d'introduire les estimations de 
Strichartz-Bourgain. Dans la deuxième partie, nous démontrerons une de 
ces estimations. 


16.1. L’équation de Schrédinger 
L’équation de Schrödinger linéaire s’écrit : 
iOpu + Au = 0, 
où l’inconnue est une fonction à valeurs complexes u: R x R” > C, dépen- 
dant de la variable de temps t € R et de la variable d’espace x € R”. On peut 
résoudre cette équation par la transformation de Fourier. 


Proposition 16.1. Soit t € R. Par définition, S(t) = e*^ est le multiplicateur 
de Fourier de symbole er itlsl?, tel que 


S(é)uo(€) = e "Fa (€). 
Pour toutt € R, l'opérateur S(t) est une isométrie de H*(R") dans H*(R”) 
pour tout s E€ R. De plus, on a S(t)o S(s) = S(t + s) pour tous t,s dans R. 
Si uo appartient à H*(IR") avec s € R, alors l'application u: t + S(t)uo 
vérifie 


u € C°(R; H*(R”)) N C'(R;H°-2(R")), 
et c’est une solution de l'équation de Schrödinger. 
(1) Pour les démonstrations et une exposition détaillée de l’étude des équations dispersives, 


nous renvoyons le lecteur aux livres de Bahouri, Chemin et Danchin [9], Cazenave et 
Haraux [23], Tao [135]. 
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Il est donc très facile de résoudre le problème de Cauchy pour l’équation 
de Schrédinger linéaire dans les espaces de Sobolev. On pourrait se deman- 
der si un résultat analogue est vrai dans d’autres espaces. La proposition 
suivante montre que l’opérateur S(t) est non borné sur les espaces de Höl- 
der (et même sur les espaces Zygmund définis dans la dernière section du 
chapitre précédent). 


Proposition 16.2. Soit s,o € R. Supposons qu’il existe to Æ 0 tel que S(to) 
est continu de C7(R") dans C$(R”). Alors s < o — n. 


En fait, l'opérateur S(t) est non borné sur tous les espaces de Sobolev 
construits sur LP(R") avec p £ 2 (HSP(R") = (I — A)~*/?L?(R")). Ce qui 
explique pourquoi il est naturel de chercher une solution, continue en temps, 
à valeurs dans un espace de Sobolev HS(R") construit sur L?(R"). 

Considérons le problème de Cauchy pour l'équation de Schrödinger non 
linéaire. Étant donnée une donnée initiale ug, on cherche une solution u du 
problème 

idqu + Au = |ul?u, Ujt=0 = uo. 
Une première difficulté est de donner un sens à l’équation. On dit que u est 
une solution de l’équation de Schrödinger non linéaire de donnée initiale uo si 


(16.1) u(t) = S(t)uo — if S(t — t) (lut)? u(t’)) dé’. 


Cette identité est appelée formule de Duhamel. Pour que cette formule ait 
un sens, il faut trouver un cadre qui est tel que la non linéarité |u|?u est 
à valeurs dans un espace de Sobolev. C’est la raison pour laquelle l'étude 
du probléme de Cauchy dépend trés fortement de la régularité de la donnée 
initiale. 

La situation la plus simple est celle où u est continue en temps à valeurs 
dans un espace de Sobolev H*(R”) avec s > n/2. En effet, dans ce cas, on 
sait que H*(R”) est une algèbre de Banach : le produit de deux éléments 
de H*(R”) appartient à H*(R”) si s > n/2. La formule précédente a donc 
un sens clair et on peut énoncer le résultat suivant. 


Proposition 16.3. Soient n > 1,0 € N et s > n/2. Pour toute donnée 
initiale uo € H*(R"), il existe T > 0 tel qu'il existe une unique fonction 


u € C([0, T], H°(R")) vérifiant 


u(t) = S(t)u9 — i ih S(t —t')(Ju(t’)? u(t’) ae’. 


Notons T* le temps de vie de la solution maximale. Alors, soit la solution 
maximale est définie pour tout temps, soit 


lim sup ||u(t)|| z = +00. 
t>T* 
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La démonstration de cette proposition repose sur le théorème du point 
fixe, le fait que le produit de deux éléments de H*(R”) appartient à H*(R”) 
si s > n/2. Le critère d’explosion est une conséquence de l'injection de 
Sobolev H*(R”) C L°(R”) pour s > n/2. 

Il est naturel de chercher à étendre ce résultat en considérant des données 
initiales moins régulières, appartenant à des espaces de Sobolev d’indice 
s < n/2. Il y a plusieurs motivations. D’abord, un tel résultat donne des 
informations sur la nature des éventuelles singularités. Aussi, afin d’obtenir 
des résultats d’existence globale en temps, il est paradoxalement plus facile 
de travailler dans des espaces de faible régularité associés à une invariance 
d'échelle ou à la conservation des quantités naturelles (masse et énergie). 
Introduisons la masse M et de l'énergie E définies par 


M(t) = i luft, 2)? de, 


Alors 


Par exemple, pour n = 1, pour résoudre globalement en temps le pro- 
blème de Cauchy dans la classe des fonctions C°, on utilise l’injection de 
Sobolev H!(R) C L®(R) qui permet de montrer dans un premier temps 
que le problème de Cauchy est globalement bien posé dans H! (R). 


Proposition 16.4. Supposons que n=1. Pour toute donnée initiale uo € HR), 
il existe une unique solution u € C(R4, H!(R)) de (16.1). 


On montre ensuite un résultat de propagation de la régularité. 


Proposition 16.5. Soit u € C(R,, H!(R)) une solution de (16.1). Si up € 
H*(R) avec s > 1, alors u € C(R4, H*(R)). 


En combinant les deux propositions précédentes, on obtient que 


Corollaire 16.6. Supposons que n = 1. Soit s > 1. Pour toute donnée initiale 
uo € H*(R), il existe une unique solution u € C(R+, H°(R)) de (16.1). 


En dimension 2, H!(R?) ¢ L®(R?) et le problème est plus difficile. 


Cependant, le défaut d’injection est faible et on dispose de l'estimation 
logarithmique 


IFI 2 cR2) )) ne 
Il Flers e) 
Cette estimation a permis à Brézis et Gallouët de démontrer que le problème 


liens) < Clin (og (1 + 


de Cauchy pour l’équation cubique défocalisante est globalement bien posé 
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dans H?(R?). Cette méthode d'analyse fonctionnelle ne permet cependant 
pas de traiter le cas de non linéarités d’ordre supérieure, ni de considérer 
des données dans l’espace d'énergie, c’est-à-dire pour une donnée initiale 
appartenant à H!(R?). 

Dès la dimension 2, pour résoudre le problème de Cauchy dans des espaces 
de faible régularité, on doit utiliser une propriété fondamentale de l’équa- 
tion. Précisément, le fait qu’il s’agit d’une équation dispersive, ce qui signifie 
que la variété caractéristique de l’équation libre est courbée. Cela entraîne 
les inégalités de dispersion et de Strichartz. 


Théorème 16.7. Pour tout triplet (n, p,q) vérifiant 


2 n n 


To) , 2, +00), 2 2, 

ooa (p,q) À ( ), P 

il existe une constante C(p,q,n) telle que 
lier < C(p, q, n)|juo|| z2»); 


pour tout uo € L?(R”). 


Strichartz avait prouvé l’estimation pour (n, p,q) = (2, 4,4). Keel et Tao 
ont obtenu le cas limite (p,q) = (2,2n/(n — 2)) pour n > 3. Les autres 
estimations sont dues à Ginibre et Velo ainsi qu’à Yajima. 

Les estimations de Strichartz donnent une amélioration par rapport à 
l'injection de Sobolev qui peut être vue comme un gain de dérivée, ce qui 
explique que ces estimations sont à l’origine d’une amélioration très nette 
de la compréhension du problème de Cauchy. 


Définition 16.8. Soient s > 0 et n > 1. On dit que le problème de Cauchy 
pour l’équation de Schrödinger non linéaire est bien posé sur H*(R”) si, 
pour toute boule ouverte B de H*(R"), il existe un temps T > 0 et un 
espace de Banach X, — C°([0, T]; HS(R")) tels que 

(1) pour tout v € XÅ la fonction |v|? v est bien définie et appartient à 
L: (]0, T[; H°(R")) ; 

(2) pour tout uo € B, il existe une unique solution u € X4 de l'équation 


u(t) = S(t)uo — i S — t) (ut? u(t’) de’. 


(3) Si uo € H? (R”) pour un o > s, alors u € C° ([0, T]; H°(R")). 
On dit parfois pour clarifier l’@noncé que le problème de Cauchy est bien 
posé localement en temps. On dit que le problème de Cauchy est globalement 
bien posé si le résultat précédent est vrai pour tout T > 0. 


Théorème 16.9. Supposons que n = 2. Le problème de Cauchy pour l'équation 
de Schrödinger non linéaire est globalement bien posé sur H!(R?). 
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La démonstration des inégalités de Strichartz repose sur un argument 
d’interpolation appliqué d’une part avec l’inégalité 
itA 


lle" uol| z2) < lluollz2@), 


(qui est en fait une égalité) et d’autre part avec 


itA K 


(16.2) lle Uo]| po (Rn) < maza luollz (mr). 


Nous avons déjà vu la première inégalité (qui est en fait une égalité). La 
seconde égalité s’obtient par un calcul direct de la solution fondamentale, 
qui s’écrit : 

1 


(eSuo)(x) = aan ele VE / 29 9 (y) dy. 


Considérons maintenant le même problème mais dans le cas où la donnée 
initiale ug et la solution u sont périodiques en la variable spatiale x. 


Définition 16.10 (Espaces de Sobolev périodiques). On note L?,.(R") l’espace 
des fonctions u € L?,..(R") qui sont 27-périodiques par rapport à chaque 
variable, ce qui est équivalent à u(- + y) = u pour tout y € (27Z)". Rappe- 
lons que les fonctions u € lice (R”) se représentent en série de Fourier (voir 
le théorème 4.3) 
u= 5 ee. 
kez? 
Soit s € [0,+oo[. Par définition, 


He (R”) = {u € La (R°) : ren (1+ |k]?) Jer? < +0}. 
Remarque 16.11. Si s € N, alors on a 
H’ (R”) = {u € La lR”) : Va € N”, lal < s, du € 2 (R”)}, 


per per 


où O° désigne la dérivée au sens faible de u (cf. les définitions 7.6 et 7.12). 


Les résultats qui sont basés uniquement sur des arguments d’analyse fonc- 
tionnelle ou d’analyse de Fourier sont encore vrais. Par exemple, si s > n/2, 
le problème de Cauchy est bien posé sur Hfer(R”). Mais on ne dispose plus 
de l'estimation de dispersion (16.2). En effet, on a 


1< |luollz2,, a») = [le 


per uollz2 œ) SE 


Uoll ic, œ 


De A uo||L1æ, (Rn) ne 


peut pas tendre vers 0 quand ¢ tend vers +00. Donc l'inégalité (16.2) ne 
peut pas être vraie pour tout t grand. En fait, l’obstruction est beaucoup 


Ce qui montre que, si uo € Li.-(R”) est non nul, alors |le 
plus profonde. 


Proposition 16.12. Pour tout t>0, S(t) n’envoie pas Li. (R”) dans LR, (R”). 
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Toutefois, on dispose d’un analogue des inégalités de Strichartz, ce qui a 
permis à Bourgain de montrer que le problème de Cauchy est bien posé y 
compris pour des données initiales qui sont périodiques. 


Théorème 16.13. Si n = 2 ou n = 3, alors le problème de Cauchy pour 
l’équation de Schrödinger non linéaire est bien posé sur Hia (R") localement 
en temps. 


16.2. Estimée de Strichartz-Bourgain pour KdV 
Considérons maintenant l'équation de Korteveg-de- Vries 
(16.3) Ut + Uzro + Uug = 0. 


Un résultat majeur de Bourgain est que le probléme de Cauchy pour cette 
équation est globalement bien posé sur L?,,(IR). Nous allons voir dans cette 
section un élément de la démonstration. L’idée est d’introduire des espaces 
dont la définition est basée sur l’étude du groupe (e7'?"*");cg associé à 
Véquation linéaire uy + User = 0. 

Considérons une solution u = u(t, x) 27-périodique en t et en x de l’équa- 
tion linéaire uz; + Uzee = 0. Considérons sa transformée de Fourier, définie 
par 


u(t, k) = 1 e TR (ft x) dx dt (T,k € Z). 
T2 
Alors u est supportée dans la variété caractéristique : 
suppü C {(7,k) EZ x Z:T=k’}. 


Cette propriété de localisation spectrale exacte n’est pas vraie pour les solu- 
tions de l’équation non linéaire (16.3). Il est donc important d'introduire des 
espaces de fonctions qui sont approximativement spectralement localisées 
près de la variété caractéristique. 


Définition 16.14. Soient s € R4, b € Ry et u = u(t,x) € L?(T?) une fonc- 
tion L?, 27-périodique en t et en x. On introduit 


b Se 
false, = D D + lr — BPP + RP) DP, 
TEZ REZ 
ainsi que l’espace de Bourgain 
XS(T?) = {u € L? (T?) : llull xs. cr) < +oo}. 
Remarque 16.15. En particulier, si u vérifie uz; + Urre = 0 avec u(0) € 
HA (R), alors u € X*°(T?) pour tout b > 0. 


Proposition 16.16. Il existe une constante C telle que 


lullzacre) < Cllull x0.1/3¢r2)- 
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Remarque 16.17. Ce résultat joue un rôle fondamental dans l’étude du pro- 
blème de Cauchy pour l'équation non linéaire (16.3). Pour comprendre en 
quoi ce résultat est surprenant, considérons une solution u de l’équation 
linéaire ĝu + rsru = 0. Si la donnée initiale up appartient à LE (R), alors 
u € X°->(T?) pour tout b > 0 comme nous l'avons déjà vu. On peut donc 


appliquer cette proposition pour en déduire que 
llull 242) < Clullz2çr2). 


C’est une amélioration nette de l'injection de Sobolev, qui énonce en dimen- 
sion 2 que 


[ell nacre) < Cul a142). 


Démonstration. La démonstration suivante est due à Nikolay Tzvetkov. 


Décomposons 
= ù = —2 irt+ikz ~ 
u= ) Up, OU Up = (27) > > e u(r, k). 
pEN T,kEZ 


2P<(T—k%)<2PT1 
Alors, pour tout b > 0, 
Femela < ay 
pEN 
En particulier, pour b = 1/3, on a 
X2% lull Z 2 cx2) < ul %on/scr2)- 
pEN 
Par ailleurs, 


lulla = luullzeq) < DC DS lupur llzer) 
pEN p'EN 


<25 D lupupemlecrey 


mEN pE 
donc il suffit de montrer que 


5 5 |[upup+ml]| z2çr2) < KYO 272/3 lup|| 2 ¢n2)- 


meEN pEN pEN 


Il est bien sûr suffisant de montrer qu’il existe € > 0 tel que 
>> |[Upup+ml]| L2çr2) < Kae" 5 27?/3 lup]? 2 (a2) 
peN pEN 


pour une constante K indépendante de m. En utilisant l’inégalité de Cauchy- 
Schwarz, on voit que cette inégalité sera une conséquence de 


(16.4) |[Upup+m|| 12072) < K2- 2/8 up] 12072) (22?) 8 |up4m|L2 (7): 
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car 
1/2 1/2 
m 2 
Eater] [E pen ace) 
Pp Pp 


< $ 2°?/3 lupll 2 ray: 
Pp 


Notre but est donc de démontrer l’inégalité (16.4). Notons que l’on peut 
supposer sans perte de généralité que ||up|| 272) = 1 = Îup+ml|z2çr2): 
Écrivons Up et Up+m sous la forme 
Up = 5 eititt+iki xy tp (71, k1), Up = 5 eltattikea ey ptm(T2, ka). 
T1,k1€Z 72,k2EZ 


avec Up(7,k) = Yp(7 — k?)ti(7,k) où pp(y) la fonction qui vaut 1 si 2? < 
(y) < 2?*+ et 0 sinon. Alors 


UpUpim = 5 c(r, k)e irt+ikx 
T,k 


aro y à p(T1, kı )üp+m (T2, ke). 


Ti+T2=T kı +k2=k 
On décompose cette somme en deux parties. On introduit 


c(7,k) si |k| < < 23@+m), 
cı(T, k) = 
0 


avec 


si |k] > 285P, 


et 


= 0 si |k] < 28504, 
C2\T, z 
c(r,k) si |k| > 23 P+M), 


Posons pour j = 1,2, 
U; = 5 At, kjelt tike, 
T,k 
Pour démontrer (16.4), nous allons montrer que 
(6.5)  NUslzaçre, < K27°"2?/? |p| z2) (2727) up+m|L2çr)s 
Commençons par étudier U2. D’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz 
2 
(Ex) <a) x 
ac A acA 
et la propriété de localisation, nous obtenons 


lc2(7, k)? <alr,k) X DO für 6) lüptm(re k2) 


ky +k2=k T1 +T2 =T 
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où a(r, k) est le cardinal de l’ensemble A(r, k) des quadruplets (k1, k2, T1, 72) 
dans Z* qui vérifient 

(16.6) kı +ko =k, T+T2 =T, Ti = k} +O(2?), Ta = k3 +O(2™+P), 
Pour démontrer (16.5) pour j=1, en utilisant l'inégalité de Plancherel, on se 
ramène à montrer que 


Slee k)? <2 eset 
Tk 
Par ailleurs, comme ||up||z2¢r23) = 1 = [[up+mllz2¢r2) en utilisant Fubini 
nous obtenons 
JDN OD Ek P Mp m (te, k)? = 1. 
T,k ky t+tkg=k Tı +T2=7 
Ainsi, il suffit de montrer que 
(16.7) a(r, k) < C2(2/3)-26)m94/P3, 


pour tout 7 € Z et tout k € Z vérifiant |k] > 20+)/3, 
Fixons (k,7) et estimons a(r, k). Sous les contraintes (16.6) précédentes, 
on a 
T= k] +k + O(27 TP), 
Comme k = kı + k2, on en déduit 
T = k? — 3kkık2 + O(2"TP), 


ce qui implique 


k\2 3 1 
3k (ka =) = —3kkyky + [K = 7 — Ch + O(2™?). 


Par hypothèse, si cı est non nul on a |k| > (2"**?)1/3, On en déduit alors 
que 


(kı = = e(r, k) + O (220m+p)/3), 


où e(r, k) est un nombre fixé qui ne dépend que de 7 et k. En particulier, 
il y a au plus O(2"/32P/3) solutions possibles pour kı (et donc pour (k1, k2)). 
Une fois que kı est choisi, il y a au plus O(2?) entiers 7 qui vérifient 
Tı = k} + O(2?). Il y a donc au plus O(2?) couples (T1, T2) qui vérifient les 
contraintes 


mtn n=k+O() T =k} + O(2"+P), 


En combinant ces deux remarques, on trouve que |a(r, k)| = O(2"/324/P3), 
On obtient donc l'inégalité désirée (16.7) dans laquelle on peut prendre alors 
€ = 1/6. 

Il reste à démontrer (16.5) pur j = 1. On veut montrer que 


(16.8) ilean IO A eler lip zac 
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Posons J = [-20+P)/3, 9(+P)/3) et notons || fe ug) la semi-norme 
définie par 
2 
IFlecrecy = D DE) 
kEJ TEZ 
En utilisant Plancherel et l'inégalité de Minkowski, on trouve 
IDalizaere = À D din, k1)üptm(r — 71, k2) 
kitko=k Tı 2 (F302 (Z)) 
<| > > am, ka) [Tp+m l 2) II zy : 
kı +k2=k T1 F £2 (J) 
En utilisant l'inégalité (X acA Xa J < (#4) La ca X2 et en observant 


comme précédemment que, pour tout ky, il y a O(2?) éléments 7, vérifiant 
Tı = k? + O(2?), on obtient 


Deo] (Sart) 


T1 T1 


Ainsi, 


Uill z223 < 2p/2 


D eG Ra) Nee [pml k2) llez 
ki tho=k 7 "We 


S 282P lup] z2ellup+mllz2cr), 
où l’on a utilisé à nouveau l'inégalité (X ac 4 X. a= (#4) Maca X2 et le 


fait que si k € J alors |k| < C20™+P)/3 dans la dernière ligne. On obtient 
donc (16.8) avec € = 1/6. 


16.3. Exercices 


Exercice (corrigé) 16.1. On s’intéresse au comportement, lorsque le para- 
mètre À tend vers +00, des intégrales oscillantes 


b 
Tana) = | Ene) dz, 


où (a,b) € R? et 6 € C?(R) est une fonction à valeurs réelles. 


(1) Supposons qu’il existe deux constantes c, C > 0 telles que, 
vz € [a,b], |Ø (æ) ze et |ġ"(æ)| <C. 


En utilisant la relation 


montrer que, pour tout À > 0, on a 


a,b, (A)| < 3 
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(2) Montrer que pour tout (a,b) € R?, pour tout À > 0 et pour toute 
fonction ¢ € C?(R) telle que ¢’ est monotone et ne s’annule pas sur [a,b], 


i 1 
Labels - f 
|La,5,6 (A)| a À 


(On pourra utiliser que f |(f(g(x))/|dx = | [(f(g(x)))/ da] si f et g sont 
deux fonctions monotones.) 

(3) Montrer que, pour tout (a,b) € R?, tout À > 0 et toute fonction 
D € C?(R) vérifiant 6” > 1 sur [a,b], on a 


Hab,6(À)| < x172° 


(On pourra utiliser que {x € [a,b] : |ø (x)| < A712} est un intervalle de 
longueur au plus égale à 2171/2.) 


Exercice (corrigé) 16.2. 
(1) Soit 4 € C'(R) une fonction à valeurs réelles ou complexes. Montrer 
que 


b x 
f Oyaa = v0) Tabo lÀ )- f ve Fae À) dx 


(2) En déduire que, pour tout (a,b) € R?, tout À > 0, toute phase telle 
que ¢” > 1 sur [a,b], et tout Y% € CR), 


b ¥ 
TAC < z(e + f lp (x Jr). 


(3) (Application) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour 
tout t € R et pour tout R > 0, 


R 
[fee r# ag) < 0. 
=R 
Exercice 16.3. Le but de cet exercice est de démontrer l'inégalité 


| [iar eolia) au 
R L2 


Afin de simplifier, on pourra supposer que g € (R x R) et que sa trans- 
formée de Fourier g(s,€) par rapport à x est supportée dans un compact 
A C R indépendant de s. 


< C |lgll p49 rs $ 


(1) Montrer qu’il suffit de démontrer que 
R 
) Montrer que 


a [714 gilts) gls, e jas= ff K( K(s — t,x — y)g(s, y) dyds, 


<C lalz z; 


LiL® 
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avec 
K(t,x) = i elles tHe) 1/2 ge, 
A 


(3) Conclure en utilisant l’exercice 16.2 et le théorème 6.20 de Hardy- 
Littlewood-Sobolev. 

(4) Montrer que l'inégalité que l’on a démontrée implique que la solution 
u = u(t, x) de 

iQhut+ Œu = 0, Us-0o = uo € F(R), 
vérifie 
1/4 

(*) lullegzge < Oll| Dol '/* wo] ,2- 

(5) En utilisant l’argument TT*, déduire l’estimation (x) à partir de 
estimation donnée à la question (1). 

(6) Comparer cette estimation avec celle obtenue par estimation d’éner- 
gie. 
Exercice 16.4 (Effet régularisant pour Schrödinger et Airy). 

Soit n > 1. On note L?(R”) l’espace des fonctions à valeurs complexes 

et de carré intégrable, muni du produit scalaire 


Rre 


Étant donnés deux opérateurs A et B, on note AB l'opérateur composé et 
|A, B] = AB — BA le commutateur de A et B. 

Soit m € N. Considérons un symbole a € $™(R”) et posons A = Op(a). 
On note A* l’adjoint de A et on suppose que À — A* est un opérateur 
d'ordre 0, de sorte que 


(16.9) VfeH™(R"), AF- A fll) S Eol flr). 


On fixe un temps T > 0 et on considère une fonction u € C1 ([0, T]; H™(R")) 
solution de 


(16.10) Ou = iAu. 
On admet l’existence d’une telle solution. 
(1) Considérons les opérateurs suivants : 

- A =A; 

— Ag = div(y(x)V:) où y € CE (R”;R) (ce qui signifie que y est 
une fonction à valeurs réelles, C® et bornée sur R”, ainsi que toutes 
ses dérivées) ; 

- n= 1 et As = ið? +iV(x)d, où V € C(R;R). 

Écrire ces opérateurs sous la forme A; = Op(a;) où a; est un symbole 
d'ordre m; (pour un m; à préciser). Puis vérifier que ces opérateurs vérifient 


l'hypothèse (16.9). 
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(2) Soient f,g € C'([0,T];H) où H est un espace de Hilbert muni du 
produit scalaire (-,-)y. Montrer que la fonction (f, g): t > (f(t), 9(t)) a 
est C1 et que 


GO 910) = (F00), + (10, LE). 
Considérons un symbole b = b(x,£) appartenant à $°(R”). On pose B = 
Op(b). Montrer que 

(But u(t)) = (i[B, A]u(t), u(t)) + (But), i(A — A*)u(t)). 


(3) En appliquant ceci avec b = 1 montrer que 


H 


d 
F Ole) < Kolun 


où Ko est définie par (16.9), puis qu’il existe une constante K, ne dépendant 
que de T et Ko telle que 


sup |lu(t)l|72@@n) < Kiıllu(0) lZ») 
te[o0,T] 


(4) Soit b € S°(IR”) quelconque. Posons 
C =i[B, A]. 


Déduire des questions précédentes qu’il existe une constante Kə (ne dépen- 
dant que de T, A, B) telle que 


T 
| (Cu(t), u(t)) dt < Kallu(0)|[22¢2n. 


(5) Supposons n = 1 et A = 0?. 

(a) Écrire C sous la forme Op(p) + R où p € $1(R) est un symbole 
dépendant de b à calculer et R un opérateur d’ordre 0. Déduire de ce qui 
précède qu’il existe une constante K ne dépendant que de T, A, B telle que 


T° 
| (Op(p)u(t), u(t) dt < Ksllu(0)|[2@- 


(b) Choisissons 
De eee a ae = 2e 
b(x, £) ae iy)? y= IT) 


Vérifier que be S? (R) puis que Op(p)=—(r) ?A 7192, où A! = Op((£) 1). 
(c) En déduire qu’il existe une constante K4 (ne dépendant que de T, A) 
telle que 


T 2 
SCT) 
0 


L?(R) 


dt < Kallu(0) 22m): 
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Montrer alors que 


T 
2 
(16.11) [le On dt € KOI: 


(6) Supposons n = 1 et A = ið? + iV(x)d,. Soit M > 0 et considérons 


une fonction croissante y € C'°(R;R) telle que y(x) = x si |z| < M et 
g'(x) = 0 si |x| > 2M. Posons b(x,£) = y(x) (indépendant de £). Écrire C 


sous la forme Op(p) + R ot R est d 


‘ordre 0 (attention à utiliser le calcul 


symbolique avec le bon ordre) et vérifier que C = 30,(y’(x)0z,:) + R où R 


est d’ordre 0. En déduire que 


T M 
Jeu Para <x f ju(0,2)P ae, 
0 J-M R 


pour une constante K ne dépendant 


que de T et de M. 


(7) (+) Montrer que l'estimation (16.11) est vraie pour À = A en dimen- 


sion n quelconque. 


PARTIE V 


RAPPELS ET SOLUTIONS 
DES EXERCICES 


CHAPITRE 17 


RAPPELS DE TOPOLOGIE GÉNÉRALE 


Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques notions de Topologie 
générale“), démontrer le théorème de Baire ainsi que l'existence de fonctions 
régulières à support compact. 


A. Espaces topologiques 
Considérons un ensemble X et notons Y(X) l’ensemble de ses parties. 


Définition 17.1. Une topologie sur X est une collection 7 C A(X) de parties 
de X telle que : 


(i) Z contient l’ensemble vide et l’ensemble X ; 
(ii) toute union d'éléments de 7 appartient à 7; 
(iii) toute intersection finie d'éléments de 7 appartient à 7. 


On dit simplement que 7 est stable par union arbitraire et par inter- 
section finie. Le couple (X, 7) est appelé espace topologique. Par abus de 
notations, on note en général X le couple (X, 7). Dans ce chapitre, et 
uniquement dans ce chapitre, on utilisera la notation 2 = (X, 7) pour 
distinguer l’ensemble X de l’espace topologique (X, 7). 

Par définition, les éléments de Y sont les ouverts de l’espace topolo- 
gique 2. Tout complémentaire d’un ensemble ouvert est dit fermé. Il suit 
des propriétés ci-dessus que toute intersection et toute réunion finie d’en- 
sembles fermés est un ensemble fermé. De même, l’ensemble vide et l’en- 
semble X sont des fermés. 

Chaque ensemble X non vide possède au moins deux topologies triviales : 

— la topologie Z = {Ø, X} (appelée topologie grossière) : 

— la topologie 7 = P(X) (appelée topologie discrète). 


(Voir Dixmier [36], Kelley [80] et Rudin [124]. 
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Étant données deux topologies Z et Jz sur un même ensemble X, nous 
dirons que % est plus fine que % si A C MH. Une topologie plus fine 
contient donc davantage d’ensembles d’ouverts. 

Soit 2 = (X, 7) un espace topologique et Æ un sous-ensemble de X. 
La topologie induite par 7 sur E est 


Ip :={UNE:UE J}. 


Définition 17.2. Soit A un sous-ensemble de X. 


— L’intérieur de À est par définition la réunion de tous les ouverts de 7 
contenus dans A; cet ensemble est noté 4°. 

— La fermeture de À, aussi appelée adhérence de A, est l'intersection de 
tous les fermés contenants À, noté A. 

— La frontière de A, aussi appelée bord de A, est l’ensemble 0A = Ax A°. 

— Un voisinage de À est un ensemble quelconque qui contient un ouvert 
qui contient À. Un voisinage d’un élément x de X est par définition un 
voisinage de {x}. 


Il suit directement de ces définitions que l’intérieur de À est le plus grand 
ouvert contenu dans A alors que la fermeture de A est le plus petit fermé 
contenant A. Notons que ðA est un ensemble fermé car c’est l’intersection 
de deux ensembles fermés : A et le complémentaire de A°. 

Un sous-ensemble A de X est dit dense dès que sa fermeture est l’en- 
semble X lui-méme, alors qu’il est dit nulle part dense si (A)? est l’ensemble 
vide. S’il existe un sous-ensemble de X qui est dénombrable et dense on dira 
que la topologie est séparable. Soient A un sous-ensemble de X et x un point 
de X, x est dit point d’accumulation de À si AN (U x {x}) est non vide 
pour tout voisinage U de x. Il suit que la fermeture d’un ensemble A est 
la réunion de A et de ses points d’accumulation. Aussi, À est fermé si et 
seulement s’il contient l’ensemble de ses points d’accumulation. 

Considérons une topologie 7 sur X et un point x € X. Une base de voisi- 
nages ouverts de x pour 7 est une collection Z C 7 d’ouverts contenant x, 
telle que tout voisinage V de x contient un élément U de Z (c’est-à-dire que 
U CV), ou encore : un ensemble Z de parties de X tel que les voisinages 
de x sont exactement les parties de X qui contiennent un élément de Z. 
Une base d’ouverts de 7 est une collection d’ouverts qui contient une base 
de voisinages ouverts de tout point de X. Une famille Z C A(X) est une 
base d’ouverts de 7 si et seulement si tout ouvert de 7 est réunion d’élé- 
ments de Z. Aussi, la donnée d’une base d’ouverts d’une topologie définit 
entièrement la topologie. 

La notion de topologie permet de définir la continuité des applications. 


Définition 17.3. Soient (X,7x) et (Y, Jy) deux espaces topologiques, 
f:X—Y une application et x un point de X. L'application f est continue 
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au point x si et seulement si f~'(V) est un voisinage de x pour tout 
voisinage V de f(x). On dit que f est continue sur X si et seulement si 
f-l(V) appartient à Zy pour tout V € F. 


On note C( X ; Y) l’ensemble des fonctions f: X — Y qui sont continues. 
En fait, par abus, on notera toujours cet ensemble C(X; Y) car les topologies 
sous-jacentes étant en général clairement identifiées par le contexte. 

On démontre facilement les énoncés suivants : 

— une fonction est continue si et seulement si la préimage d’un fermé est 
fermée ; 

— une fonction est continue sur X si et seulement si elle est continue en 
tout point ; 

— la composée de deux applications continues est continue. 

Considérons une bijection f: X — Y. On dit que c’est un homéomor- 
phisme si f et fT! sont continues. On dit que deux espaces topologiques 
sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme entre eux. 


A.1. Espaces métriques. 


Définition 17.4. Une distance sur un ensemble X est une application 
d: X x X —+ [0,+oo| 
qui vérifie les trois propriétés suivantes : pour tous x,y,z dans X, 
(i) (séparation) d(x, y) = 0 si et seulement si x = y; 
(ii) (symétrie) d(x, y) = d(y, x) ; 
(iii) (inégalité triangulaire) d(x,z) < d(x, y) + d(y, z). 


Le couple (X, d) est un espace métrique. Étant donné un point x dans X 
et un réel strictement positif r, on appelle boule ouverte de centre x et de 
rayon r l’ensemble 


B(x,r) = {ye X : day) <r}. 
Par définition, la boule fermée de centre x et de rayon r est 
B;(z,r) := {y € X : d(x,y) <r}. 


Attention : ce n’est pas nécessairement l’adhérence de la boule ouverte de 
mêmes centre et rayon (on peut très bien avoir By(x,r) # B(x,r)). 
La collection notée 7, des sous-ensembles U de X vérifiant 


Yz E€ U, ar >0/ Bla,r) CU 


est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance d. 
On montre que l’ensemble des boules ouvertes est une base d’ouverts. 
De façon générale, on dira qu’un espace topologique X = (X,7) est mé- 
trisable lorsqu'il existe une distance d sur X telle que 7 = 73 (c’est-à-dire 
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lorsqu'il existe une distance sur X telle que tout ouvert de 7 peut s’écrire 
comme réunion de boules ouvertes pour cette distance). 

Considérons deux espaces métriques (X, d) et (Y, p) ainsi qu’un élément x 
de X. Une application f: X — Y est continue au point x si et seulement si, 


Ve>0, 38 >0/Yy EX, d(æ,y) <S => p(f(x), fy) <e 


Définition 17.5. Considérons une suite (£n)nen d’un espace métrique (X, d). 

(i) On dit que cette suite converge vers x € X si, pour tout € > 0, il 
existe N € N tel que d(x,,x) < € pour tout n > N. 

(ii) On dit que c’est une suite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe 
N EN tel que d(£p, £n) < € quand n et p sont plus grands que N. 

(iii) On dit que £ est une valeur d’adhérence de cette suite si, pour tout 
€ > 0, et pour tout entier N € N, il existe n > N tel que d(xh, £) < €. 


Par exemple, toute suite convergente est une suite de Cauchy. 


Définition 17.6. On dit qu’un espace métrique (X, d) est complet si et seule- 
ment si toute suite de Cauchy est convergente. 


On remarque que toute sous-suite d’une suite de Cauchy est une suite de 
Cauchy. Une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence converge vers 
cette valeur (en d’autres termes : si une sous-suite d’une suite de Cauchy 
converge alors la suite entière converge). 

La propriété d’être complet permet souvent de construire des objets par 
prolongement continu, en utilisant le lemme élémentaire suivant. 


Lemme 17.7. Soient (X,d) et (Y,6) deux espaces métriques, D une partie 
dense de X, et g une application uniformément continue de (D,d) dans 
(Y,6). Si Y est complet, alors il existe une unique application continue J 
de (X,d) dans (Y,6) telle que J|p = g et telle que J est de plus unifor- 
mément continue. Et de plus, si g est A-lipschitzienne, alors g est aussi 
A-lipschitzienne. 


Démonstration. Par densité, un tel prolongement est nécessairement unique 
s’il existe. Pour montrer l'existence, considérons x € X et une suite (Zn )neN 
d'éléments de D qui converge vers x. Soit € > 0. Par uniforme continuité 
de g, il existe 7 > 0 tel que 


Vz,x' E€ D, d(x,z) <n = ô(g(x),g(x')) < €. 


Par ailleurs, par convergence de la suite (£n)nen vers x, il existe N € N tel 
que d(£n, £) < nsi n > N. On vérifie alors que d(g(£n), g(£p)) < € pour tous 
n,p > N. La suite (g(£n))nen est donc une suite de Cauchy dans l’espace 
métrique complet Y, et donc elle converge vers un élément noté g(x). 

On vérifie que cette limite ne dépend pas de la suite (£n)nen choisie. 
En effet, si (£n )nen et (14, )nen sont deux suites qui convergent vers x, alors 
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on peut introduire une troisième suite (x%)nen définie par 49, = £n et 
L3n41 = Zp converge aussi vers x. La suite (g(x%))nen est de Cauchy, donc 
converge, et comme elle admet deux sous-suites convergentes, on en déduit 
l’unicité des limites de celles-ci. En particulier, si x € D, on peut considérer 
la suite (£n)nen constante £n = x, ce qui montre que g(x) = g(x) et donc 
que g est un prolongement de g. 

On vérifie enfin que g est uniformément continue (resp. A-lipschitzienne) 
si g est uniformément continue (resp. A-lipschitzienne), directement en pas- 
sant à la limite dans les inégalités qui caractérisent ces propriétés. 


A.2. Topologie engendrée, topologie faible. Nous souhaitons main- 
tenant introduire la notion fondamentale de topologie engendrée, dont les 
exemples les plus importants sont les topologies produit et faible. Pour cela, 
nous commençons par deux remarques. La première est que si {%3}sep 
est une collection de topologies sur un même ensemble X alors l’intersec- 
tion des 73 est encore une topologie sur X. La seconde remarque est que, 
puisque A(X) est une topologie sur X, pour toute collection # C A(X), 
il existe toujours une topologie 7 sur X telle que Z% C FY. Ce qui permet de 
définir la topologie engendrée par «7 comme étant l'intersection de toutes 
les topologies contenant æ. 


Proposition 17.8. Soit 4 C P(X). La topologie engendrée par & est consti- 
tuée de l’ensemble vide, de l’ensemble X et de toutes les réunions d’inter- 
sections finies d'éléments de 4. 


Démonstration. Soit Z l’ensemble formé de X et de toutes les intersections 
finies possibles d'éléments de .Z. Considérons la famille Y de toutes les 
réunions d’ensembles pris dans &, à laquelle on rajoute l’ensemble vide, 
que l’on peut aussi définir par 


T'={UE P(X): Ve eU, Weæ/zevVCU}. 


Alors on peut vérifier (exercice) que 7 est une topologie. Cette topologie est 
plus fine que la topologie engendrée par & (car celle ci doit, par les axiomes 
définissant une topologie, contenir entre autres les réunions d’intersections 
finies d’éléments de 7). On en déduit que 7 est la topologie engendrée 
par &. 


Topologie produit. Soit {(X4, 7)}4e À une famille quelconque d’espaces to- 
pologiques. Nous voulons munir l’ensemble produit X = [],¢4 Xa d’une 
topologie. Pour cela, étant donné a € A, nous considérons la projection Ta 
définie par 

Ta: X — Xa, 2 =(raacAt Ta- 
Par définition, la topologie produit sur X est la topologie engendrée par 


A = {ny (Ua): a € A, Ua € AG}. 
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Proposition 17.9. Soient A un ensemble quelconque, {%a},cA une famille 
d'espaces topologiques et 2 l’espace topologique produit. Soient Y un espace 
topologique et F = { fa: Y > Kataca une famille d'applications. L’appli- 
cation 

p:Y — X, y> (faly))aca 


est continue si et seulement si toutes les applications fa sont continues. 


Démonstration. Soit V un ouvert de X. Par définition de la topologie pro- 
duit V contient un ouvert U de la forme U = Į] [ e4 Ua où Ua € Ja est 
égal à Xa pour tous les indices a sauf un nombre fini d’entre eux, notés 
Q1,- --, Qn. Alors 
pU) = N fa (Ua)= N far (Uae). 
acA 1<h<en 

Tous les éléments de ces intersections sont ouverts car les fa sont continues. 
Donc y~1(U) est une partie ouverte de Y comme intersection finie d’ou- 
verts. On en déduit que la préimage par y d’un ouvert est un ouvert, ce qui 
démontre que y est continue. 


En particulier, la somme, le produit (usuel ou scalaire), la différence, le 
quotient (lorsqu’il a un sens) d’applications continues 4 valeurs numériques 
(ou vectorielles) sont continus. 


Topologie engendrée par une famille d’applications. Soient X un ensemble 
et F ={fa: X > Ya }aca une famille d’applications de X vers des espaces 
topologiques % = (Ya, Ja). La topologie engendrée par F sur X est la 
topologie la moins fine qui rende continues toutes les applications fa. Plus 
précisément, c’est la topologie engendrée par 


A := {fa (Ua): à € A, Ua = Ds 


Ainsi, la topologie produit est la topologie induite par la famille des projec- 
tions To. 


Topologie faible. Considérons un espace vectoriel normé F sur le corps 
K = R ou C. Rappelons que l’on note E’ son dual topologique, qui est 
l’ensemble des formes linéaires continues sur E. Par définition, la topologie 
faible sur E, notée o(E, E’), est la topologie engendré par E’. 


B. Séparabilité, compacité et complétude 


B.1. Séparabilité. Par définition : 


— un espace topologique est séparable s’il admet une partie dénombrable 
dense ; 

— une topologie est à base dénombrable d’ouverts lorsqu'elle possède une 
base d’ouverts dénombrable. 


Bi 
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B.2. Espaces séparés et espaces normaux. On dit qu’un espace topo- 
logique est un espace séparé (on dit aussi espace de Hausdorff) s’il vérifie 
la propriété suivante : si x Æ y, il existe deux ouverts disjoints U, V tels 
que x € U et y € V. Notons qu’un produit d’espaces séparés est encore un 
espace séparé. 

On dit qu’un espace topologique est normal si les deux propriétés sui- 
vantes sont vérifiées : 

(1) si x Æ y, il existe un ouvert qui contient x et qui ne contient pas y; 

(2) pour tout couple (Fi, F2) de fermés disjoints, il existe deux ouverts 
disjoints U1, U2 tels que Fy C U: et Fo C Ua. 
Par exemple, on vérifie (exercice) que les espaces métriques sont des espaces 
topologiques normaux. La proposition suivante donne une formulation équi- 
valente de la premiére propriété. On en déduit en particulier qu’un espace 
topologique normal est séparé. 


Proposition 17.10. Considérons un espace topologique 2. Alors les deux 
énoncés suivants sont équivalents : 


(i) sia Æ y, il existe un ouvert qui contient x et qui ne contient pas y; 
(ii) les singletons {x} sont fermés pour tout x € X. 


Démonstration. Si X vérifie la propriété (i), pour tout x € X et pour 
tout y # x, il existe un ouvert Uy tel que x ¢ Uy. On peut alors écrire 
{x}° = U,z, Uy ce qui montre que {x}° est ouvert comme réunion d’ou- 
verts, donc {x} est fermé. Réciproquement, supposons les singletons fermés. 
Soient x et y deux éléments distincts de X, alors y appartient à l’ouvert {x}° 
qui ne contient pas x. 


Proposition 17.11. Un espace topologique X est séparé si et seulement si la 
diagonale À := {(x,x) :x € X} est fermée dans X x X. 


Démonstration. Supposons que 2 est séparé et montrons que A est fermé. 
Si (x,y) € AS, alors x Æ y et il existe deux ouverts disjoints U et V tels 
que (x,y) € U x V. Comme U et V sont disjoints U x V € A. Aussi, 
(x, y) € (A€)? et donc A° = (A°)° est un ensemble ouvert. 

Supposons que A est fermé et montrons que 2 est séparé. Si x Æ y, 
alors (x,y) € A° qui est un ouvert. Par définition de la topologie produit, 
A° contient un voisinage de x de la forme U x V où U et V sont deux 
ouverts de 7, nécessairement disjoints. 


La proposition suivante se prouve facilement. 


Proposition 17.12. Tout espace topologique homéomorphe à un sous-es- 
pace d’un espace topologique séparé (resp. normal) est lui aussi séparé 
(resp. normal). 
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Proposition 17.13. Soient 2 un espace topologique et Y un espace topolo- 
gique séparé. Considérons deux applications f et g continues de X vers Y. 
Alors l’ensemble E := {x € X : f(x) = g(x)} est fermé. 


Démonstration. D’après la proposition 17.11, la diagonale 


Ay ={(yy):yEeY} 


est fermée puisque Y est séparé. Soit y: X > Y x Y définie par y(x) = 
(f(x), g(x)). Cette application est continue car f et g le sont. Alors, avec ces 
notations, & = y !(Ay) et donc @ est fermé comme préimage d’un fermé 


par une application continue. 


On déduit de cette proposition, sous ces mêmes hypothèses, que si f = g 
sur un sous-ensemble dense de X, alors f = g sur X tout entier. 


B.3. Compacité. On se donne pour cette partie un espace topologique 2. 
On appelle recouvrement de X toute collection de parties de X, {Ughaca 
(A ensemble quelconque), telle que 
X= U Us. 
acA 

On dit que c’est un recouvrement ouvert si les ensembles Ua sont ou- 
verts. Un sous-recouvrement de {U, }ac a est une sous-famille {Ug}gep avec 
BCA, telle que {Ugs}ger est un recouvrement de X. Un recouvrement est 
dit fini si Pensemble des indices A est fini, et dénombrable si Pensemble A 
est dénombrable. 


Définition 17.14. Un espace topologique 2 est compact s’il est séparé et si 
de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement 


fini. 


On veut ensuite définir la notion de sous-ensemble compact d’un espace 
topologique. Soient 2 = (X, 7J) un espace topologique et Æ un sous- 
ensemble de X. Rappelons que la topologie induite par Y sur E, notée Jpg 
est définie par Jp := {U NB:UE TY, Un sous-ensemble E de X est dit 
compact si (E, Zz) est un espace topologique compact. 


Proposition 17.15. Considérons un espace topologique X compact et un 
espace topologique Y séparé. Pour toute fonction continue f: X > Y, 
l’image f(X) est compacte. En particulier, la propriété d’être compacte est 
invariante par homéomorphisme. 


Démonstration. Donnons-nous un recouvrement ouvert de f(X). Il suit que 
l’ensemble des pré-images par f des éléments de ce recouvrement est un 
recouvrement ouvert de X (en effet, f étant continue, la pré-image d’un 
ouvert est un ouvert). Donc, par compacité de X, on peut en extraire un 


@ 
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sous recouvrement fini de X. Les images par f des éléments de ce sous- 
recouvrement de X forment alors un sous-recouvrement fini de f(X). 


Cependant, la pré-image d’un compact par une application continue f 
n’est pas nécessairement compacte. Lorsque c’est le cas, on dit que f est 
une application propre. 

On donne maintenant une caractérisation de la compacité qui fait inter- 
venir un critère portant sur des intersections de fermés, plutôt que sur des 
réunions d’ouverts. 


Proposition 17.16. Un espace topologique 2 est compact si et seulement 
st toute famille de fermés d’intersection vide admet une sous-famille finie 
d’intersection vide. 


Démonstration. Cette proposition se déduit de la définition 17.14 en termes 
de recouvrement ouvert par passage au complémentaire. 


Corollaire 17.17. Considérons un espace topologique compact X et une suite 
{Fp}pen de fermés non vides, qui est décroissante au sens où Fy41 C Fp 
pour tout entier p. Alors l'intersection Open F, est non vide. 


Démonstration. Supposons par l’absurde que l'intersection Open F, est 
vide. Alors la proposition précédente implique qu’il existerait une partie fi- 
nie J C N telle que jez Fj = Ø. Comme la suite {Fp }pen est décroissante, 
cela entraîne Fyup 7 = Ø. Ce qui contredit l’hypothése que les fermés Fp 


sont non vides. 


Considérons une suite (£n)nen de points d’un espace topologique. Rap- 
pelons que l’on dit que £ est une valeur d’adhérence de cette suite si, pour 
tout voisinage V de £, et pour tout entier N € N, il existe n > N tel que 
In EV. 


Corollaire 17.18. Dans un espace topologique compact, toute suite admet une 
valeur d’adhérence. 


Démonstration. Considérons une suite (£n )nen et introduisons les fermés Fp 
définit par 

Fp = {£n : n È p}. 
C’est une suite décroissante de fermés qui est d’intersection non vide d’après 
le corollaire 17.17. Puis on vérifie que tout élément ¢ € fn Fp est une 
valeur d’adhérence. 


Proposition 17.19. Considérons un espace topologique séparé X. 


(i) Si K un sous-ensemble compact et x appartenant à X \ K. Alors il 
existe deux ouverts disjoints V et W tels que x eV et K CW. 
(ii) Si K est un sous-ensemble compact de X, alors K est fermé dans X. 
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(iii) Si X est compact et que F est un sous-ensemble fermé de X, alors F 
est compact. 


Démonstration. (i) Soit y un point de K. Puisque x Æ y et que X est 
séparé, il existe deux ouverts disjoints V} et W, tels que x € Vy et ye Wy. 
La collection {W,},ex est un recouvrement de K donc on peut par compa- 
cité de K en extraire un sous recouvrement fini indexé par un nombre fini 
de points de K : y1,...,yn. On pose alors 
V:z= fN Vye» W:= U Wye» 
1<e<n 1<é<n 

et on obtient le résultat désiré. 

(ii) Montrons que le complémentaire de K est ouvert. C’est équivalent à 
montrer que X \ K est un voisinage de chacun de ses points. On doit donc 
montrer que pour tout x E€ X \ K, il existe un ouvert V C X ļ K tel que 
x € V. Ceci est une conséquence directe du point (i). 

(iii) Montrons déjà que F est séparé. Notons 7 la topologie sur X et Zr 
la topologie induite par J sur F. Considérons deux points distincts x et y 
dans F. Comme X est séparé (par définition de la compacité), il existe deux 
ouverts disjoints U,V de 7 tels que x CU et y € V. Alors UNF et VAF 
sont deux ouverts disjoints de la topologie induite Jp. Ce qui démontre 
que Jp est séparée. 

Pour montrer que F est compact, il suffit maintenant de montrer que 
toute famille {Fa }aca de fermés (pour la topologie induite Yr) d’intersec- 
tion vide admet une sous-famille finie d’intersection vide. Par compacité 
de X, il suffit donc de montrer que les ensembles Fẹ sont aussi des fermés 
pour la topologie 7. Pour cela, écrivons que FX Fa est un ouvert de Jp 
implique qu’il existe un ouvert Ua de 7 tel que F\ Fy = UaN F. On vérifie 
alors (exercice) que X \ Fa = (X \ F) U Ua. Comme X < F et Ua sont 
fermés, l’ensemble X \ Fy est ouvert donc Fẹ est fermé. 


Un sous-ensemble E de X est dit relativement compact si sa fermeture est 
un sous-ensemble compact de X. Comme tout fermé d’un espace topologique 
compact 2 est compact d’après la proposition précédente, on en déduit 
que tout sous-ensemble d’un espace topologique compact est relativement 
compact. 


Proposition 17.20. Soient 2 un espace topologique séparé, Kı et Ko deux 
sous-ensembles compacts disjoints. Alors il existe deux ouverts disjoints Vi 
et V2 tels que K; C V; (i = 1,2). 


Démonstration. D’après la proposition 17.19, pour tout x dans Kj, il existe 
deux ouverts disjoints V, et W, tels que x € V} et Ko C Wz. Les ouverts 
{Vs}xex, forment un recouvrement de Kı, dont on peut extraire un sous 
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recouvrement fini : {Vz }1<e<n. On pose 


Vi = U Vays V2 := N Wap, 


et on vérifie aisément que Vi N V2 = Ø et K; C V; (i = 1,2). 


Corollaire 17.21. Tout espace topologique compact est normal. 


Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 17.20 et du fait que 
tout fermé d’un espace compact est compact. 


Définition 17.22. Un espace topologique 2 est séquentiellement compact si 
de toute suite d’éléments de X, on peut extraire une sous-suite convergente. 
Un sous-ensemble E de X est dit séquentiellement compact si (E, Zz) est 
séquentiellement compact. 


Définition 17.23. Un espace métrique (X,d) est pré-compact si, pour tout 
E€ > 0, X peut être recouvert par un nombre fini de boules de rayon €. 


On rappelle sans démonstration les équivalences suivantes. 


Théorème 17.24. Considérons un espace métrique (X,d). Alors les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 


(1) X est compact ; 
(2) X est pré-compact et complet ; 
(3) X est séquentiellement compact. 


Proposition 17.25. Tout espace métrique compact est séparable. 


Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique. Pour tout n € N*, la famille 
{B(x,1/n)}xex recouvre X donc on peut en extraire un sous recouvrement 
fini {B(x?,1/n)}per, où In est fini. L’ensemble 


D := {ah :néEN*, pE In} 


est alors un ensemble dénombrable dense. 


C. Théoréme de Baire 


Définition 17.26. On dit qu’un espace topologique est un espace de Baire 
si toute intersection dénombrable d’ouverts denses est un sous-ensemble 
dense. Il est équivalent (à vérifier en exercice) de dire que toute réunion 
dénombrable de fermés d’intérieur vide est un ensemble d'intérieur vide. 


Théorème 17.27. Tout espace métrique complet est un espace de Baire. 
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Remarque 17.28. Considérons l’espace métrique (Q, d) avec d(x,y) = |r—4l. 
Comme Q est dénombrable, on voit que Q est une réunion dénombrable de 
singletons. Ces singletons sont fermés car un espace métrique est toujours 
séparé, et que les singletons sont fermés dans un espace séparé. De plus, 
ces singletons sont d'intérieur vide. Cependant, la réunion, égale à Q, est 
d'intérieur non vide. Ceci montre que (Q, d) n’est pas un espace de Baire. 
Le résultat peut donc être faux dans un espace métrique qui n’est pas com- 
plet. 


Démonstration. Considérons un espace métrique X et une suite (Q,)nen 
d’ouverts denses. Nous voulons montrer que l'intersection Q = pen Qn est 
un sous-ensemble dense de X. Pour cela, il faut montrer que, pour tout 
ouvert V, Vintersection V N Q est non vide. Nous allons démontrer cette 
propriété en construisant une suite de Cauchy, notée (x, )nen, qui convergera 
par complétude vers un élément de V N Q. 

Pour définir le premier terme, nous utilisons le fait que Qo est dense 
pour déduire que V N Qo est non vide. Ce qui nous permet de choisir un 
point, noté zo, dans V N No. Comme V NA est ouvert (intersection de deux 
ouverts), il existe pg € ]0, 1] tel que B(x0, po) € VAQo. En posant ro = po/2, 
on déduit que B(x0, ro) € VAN. Puis nous utilisons le fait que Q4 est dense 
pour déduire que B(x, ro) Q1 est non vide. On en déduit qu’il existe zı € 
B(x0, ro) N Qı et un rayon pı € ]0, 1/2] tel que B(x1, p1) C B(x0, ro) A Qı. 
En posant rı = p1/2, il vient B(x1,r1) C B(xo, ro) O Qı. Par récurrence, on 
construit une suite (£n)nen de points de X et une suite de rayons (rh)nen 
telles que 


B(Xn+1,Tn+1) Ec B(Xn,Tn) N Qn+1, 0 < rn S —. 
n +1 


Considérons un entier N et deux entiers n,p plus grands que N. Alors x, 
et x, appartiennent à la boule fermée B(xy_1,rnw—1), et donc la distance 
entre £n et £p est majorée par 2ry—1, ce qui démontre que cette suite est de 
Cauchy. Elle converge vers un élément x, qui appartient à B(xn_1,rn-_1) 
pour tout N. On en déduit que x appartient à V N Q, ce qui est le résultat 


voulu. 


Nous concluons cette section en donnant deux définitions associées au 
théorème de Baire, qui servent fréquemment lorsque l’on cherche à caracté- 
riser la taille d’un ensemble. 


Définition 17.29. 

(i) On dit qu’une propriété est générique si elle est vérifiée au moins pour 
tous les éléments d’une intersection dénombrable d’ouverts denses. 

(ii) On dit qu’un ensemble est maigre au sens de Baire s’il est contenu 
dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide. 
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Pour conclure, nous allons montrer qu’un ensemble peut-être maigre et 
pourtant être de mesure pleine (au sens où le complémentaire est de mesure 
nulle). L'exemple que nous donnons est issue de l'étude de l’approximation 
diophantienne. De façon informelle, on peut présenter ce domaine comme 
une branche de la théorie des nombres qui étudie de façon quantitative la 
densité de Q dans R, c’est-à-dire la propriété que pour tout réel x et tout 
€ > 0, il existe un couple d’entiers (p,q) dans Z x N* tel que 


|x — p/q| < €. 


On aimerait avoir des informations sur la taille minimale que l’on peut im- 
poser à €. On vérifie facilement que l’on peut prendre € = 1/q. Le théorème 
suivant est un résultat classique de Dirichlet qui améliore cette borne. 


Théorème 17.30 (Dirichlet). Pour tout nombre réel x et tout entier N positif 
non nul, il existe un nombre rationnel p/q tel que 


1 
|z- 2| < et 1<q<QN. 


al Nq 
Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que x est un 
nombre irrationnel positif. Notons {y} la partie fractionnaire d’un réel y 
positif (la différence entre y et sa partie entière; c’est un élément de [0, 1/). 
Considérons maintenant les N+1 nombres (distincts deux à deux car x ¢ Q) 


0,{x}, {2x},...,{Nx}, 


CA ART 


Comme x est irrationnel, les N + 1 nombres appartiennent forcément à ces 
intervalles ouverts. De plus, deux tels nombres appartiennent forcément au 
même intervalle d’après le principe des tiroirs. On en déduit qu’il existe 
deux entiers 0 < i,j < N distincts tels que 


et les N intervalles 


| : 1 
Hiz} — {je} < + 


Ce qui implique le résultat voulu avec q = |i — j|. 


On peut maintenant introduire l’ensemble des nombres diophantiens, qui 
sont des nombres réels irrationnels qui sont difficiles à approcher par des 
rationnels. 


Définition 17.31. Considérons deux nombres réels K,v positifs. Un nombre 
irrationnel p est de type (K,v) si pour tout rationnel p/q (q > 0) on a 
K 
Line 
q q 
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Un nombre irrationnel p est diophantien s’il est de type (K,v) pour un 
certain > 2. 


Proposition 17.32. L'ensemble des nombres irrationnels diophantiens est à 
la fois maigre au sens de Baire et de mesure de Lebesgue pleine. 


Démonstration. Notons D l’ensemble des nombres diophantiens. Alors 


1 
D={p R:areN, MEN, Ypa) EZ xN", |e -p/d > =}. 


On voit que D est une réunion dénombrable indexée par r et n de fermés qui 
sont clairement d'intérieur vide (car ces fermés ne peuvent pas contenir de 
rationnels). Ceci montre que D est maigre au sens de Baire, par définition 
de cette propriété. 

Pour montrer que le complémentaire de D est de mesure nulle, il suffit 
de montrer que c’est le cas pour D N [0, 1]. Fixons v > 2 et introduisons 


D, = {p € [0,1] : 3K € R}, Y(p, q) € Z x N'/lp—p/al > K/q'}. 


Le complémentaire est 


+œ q K K 
P P 
pe Ua el 
K>0 q=1 p=0 q q 
Ona 
TOO. g K K +1 
| |—2-5,2+5[|<2x £ = 0K) 
q=1 p=0 q q q q q q 
pour v > 2. Donc le complémentaire de D, est une intersection indexée par 


K > 0 d'ensemble de mesure O(K). Il est donc négligeable. 


D. Fonctions régulières à support compact 


Nous allons nous intéresser aux fonctions régulières f: R” — R, de 
classe C®, et qui sont à support compact. On note CS (R”) l’ensemble 
de ces fonctions. 

Nous commençons par étudier dans ce paragraphe la question de lexis- 
tence de fonctions à support compact. Le premier résultat énonce que, pour 
tout fermé F de R”, il existe une fonction C% qui s’annule exactement 
sur F. Ce qui est équivalent à dire que, pour tout ouvert 2 de R”, il existe 
une fonction C% qui ne s’annule pas sur Q, et qui est nulle sur son complé- 
mentaire F = R”\Q. 


Proposition 17.33. Pour tout ouvert Q C R”, il existe une fonction po appar- 
tenant à C™(R”), vérifiant 0 < po < 1 et telle que 


Q = {x E€ R” : va(x) > 0}. 
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Démonstration. Commençons par rappeler que, pour tout ouvert Q de R”, 
il existe une collection dénombrable de boules ouvertes telles que 
Q= U Blan,tm) (am € R”, rm E RS). 
mEN 
En effet, pour tout x € Q, par densité de Q dans R, il existe g(x) € Q” et 
r(x) € Q+ tels que x € B(q,r) C Q. Donc Q = Upeo B(q(x),r(x)). Intro- 
duisons maintenant l’ensemble A = {(q(x),r(x)) : x € Q}. Cet ensemble est 
dénombrable, car c’est un sous-ensemble de Q” x Q4, donc on peut l'écrire 
sous la forme A = { (am, rm): Mm € N}. 
Nous posons alors 


erm [x — am|” 
(17.1) par) = D Sel- EE), 
meN He 


où ¢: R > R+ est définie par : 
pour y > 0, @(y)—exp(—-1/y); pour y <0, ¢(y) = 0. 


On vérifie que va (x) est bien définie car 0 < ¢(y) < 1, donc la série converge 
absolument en chaque point. De plus, wa(x) = 0 si x n’appartient pas à Q 
(car tous les termes de la série sont nuls) et wa(x) > 0 si x appartient à Q 
(car au moins un des termes de la série est strictement positif et que tous 
les autres sont positifs ou nuls). Pour conclure, nous devons montrer que yo 
est de classe C% sur R”. 

On commence par étudier la fonction ¢. Il est clair que ¢ est continue 
en 0 donc continue sur R. Puis on vérifie que la dérivée à droite de ¢ en 0 
est nulle, comme la dérivée à gauche, ce qui implique que ¢ est de classe C!. 
Plus généralement, on montre par récurrence que pour tout entier k > 1 et 
tout y > 0, ona 


OF o(y) = P.(1/y) exp(-1/y), 


où Pp est un polynôme. Ce qui montre que OF Oly) tend vers 0 quand y tend 
vers 0 à droite. Comme la dérivée ar oy) à gauche est trivialement nulle 
(car ¢ est nulle à gauche), on en déduit que ¢ est de classe C™ sur R. 

Pour voir que wa est de classe C% sur R”, il suffit de montrer que, pour 
tout a € N”, la série 


—1/Tm | = |e 
€ £ a 
—— sup [02 (- )| 
> Qm+1 pee z$ re. 


meN 
est convergente. Or, si |a| < p cette série est majorée par 
ew l/rm 


C(p) 5 myI Tm 


mEN 
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où C(p) est une constante qui ne dépend que de p. Pour en déduire le résultat 
voulu, on commence par noter que 


e71" pP <e Py? 
(ce qui se montre en vérifiant que la fonction r + e-l/Ty-P atteint son 
maximum au point r = 1/p). Il suit que 
3 
——— sup 
mt+1 e 
\ 2 R 


mE 


|£ — am|” 


ago(ı z Le] < Cp) D 22 "He PP < +00. 


Ce qui termine la démonstration. 


Le but des deux propositions qui suivent est de déduire de ce qui précède 
l’existence de fonctions C® particulières, qui nous serviront dans la suite 
lorsqu'on utilisera des arguments de localisation. 


Proposition 17.34. Considérons deux ouverts Q et Q! de R”, tels que XY C Q. 
Alors il existe une fonction x € C®(R"”) telle que 0< x < 1 et 


xx) =1sixeQ/, xx) =0 sia €Q. 


Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 17.33 avec les ouverts 2 
et R” \ M. On en déduit qu’il existe deux fonctions y, Y dans C©(R") et 
telles que 0 < y,v < let 
Q= {2 ER”: y(x)>0}, R°\O! = {x € R” : y(x) > 0} 

Alors la fonction y+ + est C% sur R” et strictement positive en tout point 
(car tout point x de R” appartient soit à Q soit à R” \ 0’). Il suit que la 
fonction (2) 

p(z 

NP 
p(x) + y(x) 

est bien définie et C% sur R”. De plus, si x € Q’, on a y(x) = 0, donc 
x(x) = 1. 
Proposition 17.35. Soit K un compact de R” et soit {U;}1<i<n un recouvre- 


ment ouvert de K. Alors, il existe une famille finie {Gisi<icn de fonctions 
C® sur R” telles que O < Çi < 1 et supp; C U; pour tout indice i tel que 


1 <i< N, et vérifiant 
5 Gi(x) = 1, 


1<i<N 


pour tout x appartenant à K. 


Remarque 17.36. 

(i) On dit que {G;}1<i<n est une partition de l’unité C% qui est subor- 
donnée au recouvrement {Uj}i<icn- 

(ii) On rappelle que supp ¢; = {x € R” : ¢;(a) F 0}. 
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Démonstration. Elle se fait en deux étapes. 


Première étape : construction d’un meilleur recouvrement. On commence 
2 j i ' 
par construire une collection de N ensembles ouverts {U!}1<i<n tels que 


N == 
(17.2) KCUU et UCU, (Wie {1,...,N}). 
i=l 
Pour cela, introduisons la notation suivante : si i € {1,...,N} et € € 


]0, +o0[, on note 

UF = {x € U; : dist(x, OU,) > €}. 
Remarquons que, pour tout € > 0 et tout indice i, on a UF C Uj. Il suffit 
donc de montrer qu’il existe € > 0 tel que K C LE U;. Pour cela, notons 
que pour tout élément x € K, comme {U;}1<;<n est un recouvrement de K, 
il existe i(x) € {1,..., N} tel que x € Uj). De plus, comme Uj, est ouvert, 


il existe e(a) > 0 tel que x € Oe. On peut alors écrire que 


a(x 


KcU U: 
cek 


Cela donne un recouvrement ouvert de K, dont on peut extraire par com- 
pacité un sous-recouvrement fini K C Ur<e<p rae Ce qui démontre la 
propriété recherchée en prenant pour € la valeur minimale des £(xy). 
Deuxième étape : construction de la partition de l’unité. Considérons le 
sous-recouvrement construit à l'étape précédente, vérifiant (17.2). D’après 
la proposition 17.33, pour tout indice i € {1,..., N}, il existe une fonction 
yi: R” — [0,1], de classe C™ et telle que 
{x ER" : gi(x) > 0} = Uj. 
Alors on a p;(x) = 0 si x ¢ UJ, ce qui implique directement que 
supp Pi C U! Cc U;. 
Par ailleurs, en appliquant la proposition 17.33 à l’ouvert R” \ K, on en 
déduit qu’il existe une fonction comp tel que 
{x E€ R” : Dont) > 0} = R” < K. 


Posons maintenant 
N 
= Pcomp + yo 
i=1 


Alors ® est C% sur R” (car somme finie de fonctions C°) et ®(x) > 0 pour 
tout x dans R” (car, soit x € R°\ K et alors ®gomp(x) > 0, soit il existe un 
indice 1 <i < N tel que x € U} et donc tel que y;(x) > 0). On en déduit 
que la fonction 1/® est bien définie et C% sur R”. On pose alors 


S(x) ®comp(Z) oes pila) 
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Ces fonctions sont C® et on vérifie directement que, par construction, 
supp; C suppy; C U! C U;. De plus, si x € K alors Pcomp(x) = 0 
donc 
X pile) 
e O San a 
1<i<N i=1 Di pi(x) 


Ce qui conclut la démonstration. 


E. Exercices 


Exercice 17.1. On utilise les définitions de la section B.1. 


(1) Montrer qu’un espace topologique à base dénombrable d’ouverts est 
séparable. 

(2) Montrer qu’un espace métrique séparable est à base dénombrable 
d’ouverts. 


Exercice 17.2. Soient (X, d) et (Y,6) deux espaces métriques. Supposons que 
(X,d) est complet et (Y, ô) est séparable. Considérons une suite de fonctions 
continues fn: X — Y qui converge simplement vers une fonction f: X > Y. 
On veut montrer que f est continue sur un ensemble dense. 


(1) Montrer qu’il existe une famille dénombrable Z = {B, }pen de boules 
fermées dans (Y, 6) telle que tout ouvert de Y peut s’écrire comme une union 
d'éléments de Z. 

(2) Montrer que l’ensemble D des points de discontinuités de f vérifie 
D c Uzi Wp ~N W, avec Wp := f—1(B,). 

(3) Montrer que chaque ensemble W, est une union dénombrable d’en- 
sembles fermés. 

(4) En déduire que f est continue en tout point d’un ensemble dense. 


Exercice (corrigé) 17.3 (théorème de la divergence). Soit n > 2. Soit Q C R” 
un ouvert borné. On suppose que, pour tout xo € OQ, il existe un voisi- 
nage V de xo et un voisinage Y de 0, ainsi qu’un C°-difféomorphisme 
o:% — Ÿ vérifiant : 


(BN (R* xR") =¥NQ. 


On note) alors n(ao) la normale à OQ en xo, c’est-à-dire l’unique vec- 
teur unitaire orthogonal à dpo({0} x R"~') dont le produit scalaire avec 
d¢@o(1,0,...) est positif. 


(2) Par souci de cohérence avec les notations utilisées dans ce livre, on utilisera la même 
notation n pour la normale et pour la dimension d’espace. 
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Si f € C°(O,R”) est à support inclus dans un ouvert Ÿ comme précé- 
demment, on définit l'intégrale de f sur OQ par : 


i fas = [a o (y) |d6t(ad(y))| dy, 
21e] U 


où Ÿ = {(%4,...,%n-1) € R” : (0,%1,...,2n 1) € Y} et P(E) = $0,7) 
pour tout 7 € Y. 

Si f € C°(Q,R”) est nulle sur 0, on définit fao f dS = 0. 

Enfin, si f € C0 (Q, R”) n’est dans aucune de ces deux situations, on uti- 
lise la proposition 17.35 pour définir l'intégrale par : 


[198-3 [ones 


où les fonctions C% ¢; sont choisies de telle sorte que SA Qi = 1 et, pour 
tout i, le support de ¢; est d’intersection vide avec Q ou bien est inclus 
dans un ouvert Ÿ de la forme précédente. 

(1) Soit f: Q > R” une fonction de classe C1. Supposons que le support 
de f est inclus dans un compact de la forme [a1; bi] x --- x [an; bn], qui est 
lui-même inclus dans Q. Montrer que : 


fawn is 0, 


(2) Supposons que le support de f est inclus dans un ouvert Ÿ, qui vérifie 
la propriété décrite dans l’énoncé, pour un ~% de la forme [a,; bi] x -++ x 
(an: bn] (avec ay < 0 < b1). Montrer que : 


div(f) dx = fonds. 
Q aa 


(3) Montrer que, dans le cas général, on a la formule de la divergence : 


f a= f nas 


(4) On suppose que u,v : Q — R sont respectivement C? et C1. Démon- 
trer la formule de Green : 


vas = f (Auear+ f Vu: Vode avec EN 
an On Q Q On 


CHAPITRE 18 


INÉGALITÉS DANS LES ESPACES 
DE LEBESGUE 


Le but de ce chapitre est de rappeler plusieurs inégalités fondamentales 
concernant les espaces de Lebesgue et de démontrer le théorème d’interpo- 
lation de Marcinkiewicz. Nous supposons connu les propriétés de base de ces 
espaces(1) dont nous rappellerons uniquement les énoncés au paragraphe A. 


A. Les espaces LP 


Soit n > 1 et Q un ouvert de R”. Pour p € [1,+co[, on note ZP(Q) 
l’ensemble des fonctions f: 2 — C qui sont Lebesgue mesurables et telles 


que 
1/p 

= x p x ` 

Ifl : (fin ) ar) ee 


L'application f +> ||f||z» est une semi-norme (l'inégalité triangulaire est 
démontrée au paragraphe suivant) mais pas une norme sur 2?” (Q). En effet, 
la relation || f||z2 = 0 entraîne seulement que f est nulle presque partout. 

On note LP(Q) = .7?P(Q)/.N le quotient de l’espace .ZP(Q) par le sous- 
espace vectoriel des fonctions nulles presque partout 


N ={f E (OQ): f = 0 presque partout}. 


Autrement dit, L” (Q) est l’ensemble des classes d'équivalence des fonctions 
de ZP(Q) pour la relation d'équivalence f ~ g si et seulement si f et g sont 
égales presque partout. En pratique, on confond les éléments de L? (qui sont 
des classes d'équivalence de fonctions) avec leurs représentants (qui sont des 
fonctions). 


(Nous renvoyons aux livres de Lieb et Loss [94], Rudin [123] et Tao [136] ainsi qu’aux 
notes de cours de Danchin [32]. 
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L'espace Z%°(Q) est par définition l’espace vectoriel des fonctions qui 
sont essentiellement bornées, c’est-à-dire les fonctions bornées sur le com- 
plémentaire d’un ensemble de mesure nulle, muni de la semi-norme appelée 
borne supérieure essentielle, définie par 


fll- = inf{C > 0 : |f(x)| < C pour presque tout x}. 


L’espace vectoriel normé L®(Q) est le quotient de cet espace par le sous- 
espace des fonctions nulles presque partout. Rappelons le résultat suivant 
(cf. [82, 94, 123, 136|). 


Théorème 18.1 (Riesz-Fischer). Pour tout p € [1,00], l’espace LP (Q) est un 
espace de Banach pour la norme ||-||;p- 


On renvoie à la section 3.4 pour des résultats concernant le dual topolo- 
gique de l’espace LP(Q). On retiendra que : 


(1) si 1 <p < œ, alors LP” (Q) est un espace de Banach réflexif séparable 
dont le dual peut-être identifié à L? (Q) avec p = p/(p — 1); 

(2) l’espace L1(Q) est séparable, non réflexif et son dual peut-être iden- 
tifié à l’espace L® (Q); 

(3) l’espace L” (Q) n’est ni réflexif ni séparable et son dual contient stric- 
tement L!(Q). 


B. Inégalités de Hôlder, Minkowski et Hardy 


Nous rappelons dans cette section des inégalités fondamentales dans 
l’étude des espaces de Lebesgue L?; Dans toute la suite, le nombre en- 
tier n > 1 désigne la dimension d’espace, p un nombre réel appartenant à 
[1, +00], et Q un ouvert de R”. Noter que l’on autorise la valeur p = +00 et 
dans ce cas 1/p = 0. 


Proposition 18.2 (Holder). Considérons trois nombres réels p,q,r dans 
[1, +00], vérifiant 


Pour tout couple de fonctions (f,g) € LP(Q) x L4(Q), le produit fg appar- 
tient à L'(Q) et de plus 


(18.1) IIfgllor < NF 1glize. 


Démonstration. Le résultat est trivial si f = 0 ou si g = 0. Il suffit donc de 
supposer que f et g sont non nulles et, dans ce cas, on peut supposer sans 
perte de généralité que ||f||z2 = 1 et ||g||z¢ = 1. Il s’agit alors de montrer 
que fg € L’(Q) et que | fgl1, < 1. 
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La démonstration repose sur un argument de convexité. Précisément, 
comme 


P q 
par concavité du logarithme, pour tout couple (a,b) € ]0,+c/[?, on a 


r r is r 
— log(a) + — log(b) < log(“a Dre | 
P q Pp q 
La fonction exponentielle étant croissante, on en déduit que 
a”/Ppr/4 < la+ b. 
P q 
En appliquant cette inégalité avec A = a!/? et B = b!/9, il suit que, pour 
tout (A, B) € ]0,+o/[?, on a 
A'B” < ČAP + Be, 
P q 
En particulier, pour tout x dans R”, on a 


IFE)" < FEP + gE). 
P q 


En intégrant cette inégalité, on vérifie alors que 


fall’, = / Fæ) de < T J Pode J g(a)" = Fe a, 


Ce qui conclut la démonstration. 


En particulier, si p et q sont tels que 


1 + 1 = 1, 
P q 
on a 
(18.2) Ifgllza < Ifllzellgllze- 


On dit que q est l’exposant conjugué de p, que l’on note en général p’. Si 
p = +00, alors p' = 1 et si p € [1,+o00[, on a 
1 P | 
p= p ZI 
Proposition 18.3 (Inégalité de Minkowski). Soit p € [1+00]. Pour tout couple 
de fonctions (f, g) € LP (Q) x LP(Q), on a 


(18.3) IF + gllze < llflloe + lllz». 


Démonstration. Le résultat est une conséquence directe de la définition de 
la norme ||: zœ si p = +oo. On suppose donc que p est fini (p € [1,+cæl). 
On peut alors utiliser l'inégalité triangulaire dans R pour écrire que 


(18.4) IF) +l) < [f(@)I If) + 8) + 9) IF) + 4). 
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En appliquant l'inégalité de Hélder (18.2), on a 


Jurolirte) + gta ax 


< (furcorar) ae (Juw + gl) P7) te) 1/p! 


<[flzrllf + glee 


ainsi qu’une estimation similaire pour le second terme du membre de droite 
de (18.4). En combinant ces deux estimations, nous obtenons 


If + gll?» = fire) ) + g(x)|? da < (Ifllze + llgllze If + gliz, 


ce qui implique directement (18.3). 


Proposition 18.4 (Inégalité intégrale de Minkowski). Considérons deux espa- 
ces o-finis (S1, dx) et (S2, dy) et une fonction mesurable F: Sı x S2 > R. 


Alors, pour tout p € [1, +00], 
1/p 1/p 
‘&) < [Cru ar) dy. 
Sı Se 


(18.5) cri x,y) dy 
So Si 

Démonstration. Grâce à l’inégalité triangulaire, on peut supposer sans perte 

de généralité que F est une fonction positive (quitte à démontrer l'inégalité 

pour |F|), ce qui nous permettra d'appliquer le théorème de Fubini pour les 


fonctions positives. Introduisons alors les fonctions positives 


= | F(x,y) dy, x — 
[rene p(z) = fae f(a) 


de sorte que, d’une part, 


| de aa) de) = 
Cale J (L renw) æ) 


et d’autre part, 


lol =1 et (lie = I f(æ)p(x) dx 
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On peut alors écrire que 


Isle = f Seeed 
= if F(x, y)p(a) dy dx (par définition de f) 
So J Si 


= | F(x, y)p(a) dx dy (par Fubini) 
Si So 


< J 1 2 Fiera) | ( J p(x)” ar) dy (Hélder) 


1/p 
< [ (f Feuer) E er 


Ce qui prouve (18.5). 


Proposition 18.5 (Hardy). Pour tout nombre réel p € |1, +00| et pour toute 
fonction f dans L?(]0,+0o[), on a 


i =f f(y) ay) a < yf | f(a)|? dev. 


Démonstration. Voir Vexercice 18.3 et sa solution page 414. 


C. Fonction de distribution et théoréme de Marcinkiewicz 


Il est souvent utile pour étudier une fonction de mesurer ses ensembles de 
niveaux. Précisément, pour étudier les normes LP d’une fonction mesurable 
f: R” —C, un point de vue fécond est de considérer la mesure de Lebesgue 
des ensembles 


{x E€ R” : |f(x)| > À}, 


où À est un nombre réel positif. 


Notation 18.6. Nous noterons {|f| > A} l’ensemble {x € R” : |f(ax)| > À}. 
Aussi, rappelons que notons |A| la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesu- 
rable À. 


Définition 18.7. La fonction de distribution de f est la fonction F: R — 
[0, +-o0[ définie par 
F(A) = KIZI > A}. 


Nous commençons par deux lemmes qui relient la fonction de distribu- 
tion F aux normes L? de f. 


Lemme 18.8. Soit p € [1,+oo[. Alors 


IE, =P f XL F(A) dd. 
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Démonstration. Cette formule s’obtient en écrivant que 


\f(x)| 
fle. = a J pl ddde, 
nm JO 


puis en utilisant le théorème de Fubini. 


Lemme 18.9 (Inégalité de Chebyshev). Pour tout p € [1, +00] et tout À > 0, 
on a 


(18.6) F(A) < AP ll FIL 
Démonstration. En effet, on a 


Le = x)? dx > AP dx = XP F(A), 
le fin ) ro A) 


ce qui implique directement le résultat voulu. 


Cette inégalité suggère d'introduire les espaces suivants. 


Définition 18.10. Soit p € [1,+00[. On définit l’espace de Lebesgue faible 
LP (R”) comme l’ensemble des fonctions mesurables f: R” — C telle que 


1 
lfl, = sup(Al{Lf] > A} P) < +00, 
A>0 
quotienté par la relation d’équivalence d’égalité presque partout. 


Remarque 18.11. L’inégalité de Chebyshev donnée par le lemme 18.9 im- 
plique que L?(R”) € L? (R”) mais la réciproque n’est pas vraie car, par 
exemple, la fonction 1/ |x| appartient à l’espace Li (R). 

Le résultat le plus important concernant ces espaces est le théoréme d’in- 
terpolation suivant. 


Théorème 18.12 (Marcinkiewicz). Soit q € ]1, +00]. Considérons une appli- 
cation linéaire T définie sur L!(R") N L4(R") et à valeurs dans L} (R”) N 
LI(R") et supposons qu’il existe deux constantes C1 et Cq telles que 

Yf EDR”), ITO, < Cillflla, 

VF E LIR”), EO) < Call fllze. 


Alors, pour tout p € ]1,q], T s'étend de manière unique en une application 
linéaire continue de LP (R”) dans L?(R"). 


(18.7) 


Démonstration. Nous allons montrer ce résultat sous des hypothèses plus 
faibles (cette version nous servira plus tard). Précisément, nous ne suppo- 
serons pas que T est linéaire mais seulement que T vérifie la propriété de 
sous-additivité suivante : il existe une constante A > 0 telle que 


ITA + f)(@)| < AIT(fi)(a)| + AIT (fe) (@)]- 
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Commençons par considérer le cas q < +oo. L'idée de la démonstration 
est que L?(R”) C L!(R") + L4(R”). En effet, pour tout y > 0, on peut 
décomposer f sous la forme f = f” + fy où 


f(x) si |f(@)| > 7, 0 si [f(@)| >, 
es it si fla) <>, PM a si fæl < 9 
On vérifie directement que 


Per S PIN MENi < PINE 
Nous allons utiliser cette décomposition en faisant varier le paramètre y. 
Soit f € LP (R”). Pour tout À > 0, par hypothèse de sous-additivité, on a 


ITAS) < AIT(P)(2)| + ATA), 
donc, d’après l'inégalité triangulaire, 
UTI > AEC {ITEY > A4) 0 {ITCA) > à/24)}. 


Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Chebyshev (voir le lemme 18.9), 
les hypothèses (18.7) entraînent que 


ac (2A)? 
Kir) > ap < 24S pry, + PO AE. 


En utilisant le lemme 18.8, il a que 
ITI» We» f” NL LIT(F)| > APA 


< 2ACip f AE ars (24) Cp f Merl Fale dà 
0 0 


Or, par définition de fò, 


T aira] wa(f Wear) ax 
7 YO aaa 
=f ier (| ) ; 


1 p 
= ——— x)| dx, 
oa an A )| 


où nous avons utilisé le théorème de Fubini. En raisonnant de même on 
obtient que 


F aka f ee I) ar )ax 

0 0 {I FIKA} 

g wieda) d 
\f(x)| 


=—— | |f(#)/Paz. 
D 


II 
— 
= 
ae 
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Nous avons démontré qu’il existe une constante Cp telle que, pour tout 
f € La (R”) A L4(R"), 
ITAI < Cplfllze. 


Ceci conclut la démonstration dans le cas q < +00. 
Supposons maintenant que q = +00. Alors 


IT Fall zc < Coo Il fall pes < CA. 


Par conséquent, on peut écrire que 


ITF] > 2AC AH < ITA > CoA} 


et on conclut comme précédemment. 


? 


D. Exercices 


Exercice (corrigé) 18.1. Construire une suite (fn)nen qui converge vers 0 
dans LP([0,1]) pour tout p tel que 1 < p < + et telle que, pour tout 
x € [0,1], la suite (fn(£))nen n’admet pas de limite. 
Exercice (corrigé) 18.2. Soient p et q tels que 1/p + 1/q = 1. 

(1) Supposons qu’il existe une constante C > 1 telle que, pour toute 
dimension n > 1 et pour tout f € LP(R”) et pour tout g € LI(R"), ona 

IFollriæ) < CSL) gl ze). 
Soit k > 1 un nombre entier. En appliquant cette inégalité aux fonctions 
F: (R")* > Cet G: (R")* — C définies par 
FT; aus ,Tk) T f(z) Rat, f (xx), G(x, QE ,Tk) = g(x1) Far, -g(xr), 

(c’est-à-dire que F et G sont les produits tensoriels de k copies de f et g) 
en déduire que l’inégalité de Hôlder est vraie avec la constante C = 1. 

(2) Soit p € [1,+o[. Démontrer l’inégalité de Hilder L?- L4 = L! a 
partir de la représentation de la norme L+ à partir des ensembles de niveaux 
(voir le lemme 18.8) : 


lola = f He ER": fæle) >A. 
0 
Indication : commencer par vérifier que 
OO ES OERA ER TOERNE 


Exercice (corrigé) 18.3. Le but de cet exercice est de démontrer un lemme dû 
à Stein, puis d’en déduire l'inégalité de Hardy. Considérons p € ]1,+oo et 
une fonction continue K : ]0,+c[?—1R et homogène de degré —1, au sens où 


1 
VA > 0, V(x,y) € ]0, +0, K (Az, Ay) = yk (ey): 


et vérifiant la condition d’intégrabilité joe |K(1,y)| y1? dy < +00. 
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(1) Montrer que pour toute fonction f € C§(]0, +oo[) continue à support 
compact, et pour tout x € ]0, +00], l'intégrale suivante est bien définie 


+oo 


T(f)(x) = à K(x, y) f(y) dy. 


(2) Vérifier que 


+oo 


T(f)(x) = K (1,r) f(r) dr, 


0 
puis, en utilisant l’inégalité de Minkowski, montrer qu’il existe une cons- 
tante C telle que, pour toute fonction f € C§(R) continue à support com- 


pact, on a 
+00 1/p +00 1/p 
(f > mopa) cof f7 rora). 
0 0 


(3) Démontrer l'inégalité de Hardy : pour tout p € ]1, +oo[ et pour toute 
fonction f dans L?(]0,+o00[), on a 


+00 1 x p 1/p p +00 1/p 
(SJOEL toal ar) <a) 


Exercice 18.4. Soient p,q € |1, co[ tels que 
1 1 


Zp 
P q 


Considérons une fonction k: R” x R” — [0, +o0|, continue et telle que 


sup f k(x,y)dz < Ci < +œ, sup i k(a,y) dy < C2 < +00. 


yER” xeR?” 


Considérons deux fonctions f, g: R” — [0, +co[ continues et à support com- 
pact. 


(1) Rappeler la démonstration de l’inégalité suivante : pour tout (a,b) € 
]0, +oo/? on a 


(2) Montrer que 
Ci C2 
JE fa de du < IE, + holte: 
R? xR” P q 
(3) En appliquant ce qui précède à Af et À lg, en déduire que 


A Be WF )g(a) da dy < CYC! Fila» lolze 
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(4) En déduire que l'opérateur K, défini sur l’espace des fonctions u 
continues et à support compact par 


Ku(a) = | k(x,w)u( dv, 
s'étend par continuité en un opérateur continu de L?(R”) dans LP(R”). 


Exercice 18.5 (Inégalité d’interpolation de Riesz-Thorin). 
Le but est de démontrer le résultat suivant. 


Théorème 18.13 (Riesz-Thorin). Soient (Q, p) et (A,v) deux espace mesurés 
o-finis, et considérons quatre exposants 1 < po,pi,90,d1 < +. Soit T 
une application linéaire continue de L” (Q) + LP1(Q) dans LY (A) +L” (A). 
Alors, pour tout 0 € ]0,1{, 


1—0 0 
ITllz20>r <S lIT|l z0r IF Ize: La » 


où 


Pp Do m o o a 
On utilisera les deux résultats élémentaires rappelés ici : 


(i) Densité des fonctions simples. Soit (Q, u) un espace mesuré o-fini. 
Alors l’ensemble des combinaisons linéaires finies D a;l4, où les a; sont 
des nombres complexes et les A; sont des parties mesurables de Q de mesure 
finie, est dense dans l’espace L?(Q, p) pour tout p € [1, +00]. 

(ii) Représentation de la norme par dualité. Soit (Q, u) un espace mesuré 
o-fini. Alors, pour tout q € [1, +00] et tout f € L1(Q, u), on a 


1 1 1 
flan = suv (Tr | to): eee 
geza \ gra’ q q 


En outre, on peut limiter le supremum ci-dessus aux fonctions simples. 


(1) Traiter le cas où pọ = +00. 
(2) On suppose maintenant que pọ # +00. Posons 


az) =po(*—* +4), ae) =4(~5% +4), 


Po pi do a 
et, pour f et g fonctions simples (cf. le préambule), on introduit 
a(z f(x) B(z) g(x) 
fiz) =|f@) =, ae) = |o(z) PO 
If(x)| lg(a)| 


Montrer que la fonction 
pi zr +> rte. dx, 


est bien définie, holomorphe sur la bande S et continue sur S. 
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(3) En appliquant le lemme des trois droites (voir le paragraphe 8.1), en 
déduire que 


J (Tf)g dx 
(4) Conclure. 


1-0 0 
< TL IT ize ru Wize gl Le. 


CHAPITRE 19 


SOLUTIONS 


Solution 1 (Solution de l’exercice 1.1). Utilisons la suite (un) définie dans la 
démonstration du théorème 1.15. Rappelons que c’est une suite de vecteurs 
de norme 1 qui vérifie la propriété suivante : 


Vin m ENXN, n£m— lun- um] > 


Nl = 


Introduisons la fonction 
1 
F(a) = fo, = che, } 
(x) PE z |£ — Un 


Cette fonction est bien définie car, pour tout x dans B, au plus un seul des 
termes de la somme est non nul. En effet, si ||x — un|| < 1/5 et |] — uml| < 
1/5, alors [lus — Um|| < 2/5 donc n = m. On en déduit directement que F 
est continue. De plus, F n’est pas bornée car elle est égale à n sur la boule 
de centre un et de rayon 1/5. 


Solution 2 (Solution de l’exercice 1.2). Soit (P,)nen une suite de polynômes 
qui converge uniformément vers f. Alors il existe N € N tel que, pour tout 
n>N,ona 

sup |Pa(£)— Pn(a)| < 1. 


Puisque P, — Py est un polynôme et que les seuls polynômes bornés sur A 
sont les sont des polynômes constants, on en déduit qu’il existe a, € R 
tel que P,(x) = Pn(x) + an. Comme la suite (Pa — Py)n>n est une suite 
convergente, elle est de Cauchy et on en déduit que (a»)h>n est une suite 
de Cauchy dans R. Elle converge donc vers un nombre réel noté a. Donc, 
pour tout x € R, ona 


f(z) = 


Ceci prouve que f est une fonction polynomiale. 


(Pa(x)) = lim (Py (x) + an) = Pn(x) + a. 


Im 
n—00 n— 00 
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Solution 3 (Solution de l’exercice 1.3). 
(1) Pour tout x € Eettoutée E, on a 


1 1 
T = gfe +é) — zT — £). 
Il suit de l'inégalité triangulaire que 
1 1 
ITEr < 5 ITE + Olle + 5 ITE- Olle 


d’où le résultat voulu en utilisant Vinégalité élémentaire ža + 5b < 
max{a, b}. 
(2) Par définition de la norme d’opérateur, on a 


"WIT ieee =" sup |Tyl-= sup Tryp = sup |TEllp- 
lvl = lull == léle=r 


Or, d’après la première question, si ||&||, = r, 


él CRIER SOS EG OISE sup |T2"Ilp ; 


x'EE:||x'—x| p=r} 


ce qui entraîne le résultat voulu. 
(3) On construit la suite (£n)nen par récurrence. Il suit du résultat de la 
question précédente appliqué avec r = 37” que 


[Zant lp > 37” |Tonll eer): 
{x/€E:||x’—2n~-1|| p=3-"} 


ce qui entraîne (par définition de la borne supérieure) qu’il existe £n tel que 


=n 2 =n 
(19.1) lën — nie =3™", [Ta 2nllp > 33 "Ta llr): 


Par construction, la suite (£n)nen est de Cauchy, donc converge car E est 
un espace de Banach. Notons x sa limite. On vérifie que ||a — tp ||, < $37", 
ce qui implique que | Ta, (£ — 2n)|| p> < 437” Ta ll ece,7)- Alors, on a 


[Tan ll y 
> ||Lo,tnil ye — ||Ton (£ — 2n)|l- (inégalité triangulaire) 
2 — Th 1 fi. 3 A 
73 37" [Tanl (e,r) z3 [Tanl e(z, r) (d'après (19.1)) 
1 NAN n 
2 6° 4 (car ||Tan ll eur) 2 47). 


Ce qui est absurde car |T,,x||. est bornée par hypothèse. 


Solution 4 (Solution de l’exercice 2.1). 


(1) On vérifie facilement que l’espace Xr est un espace de Banach pour 
la norme 


lullo = sup lule- 
te [0,T] 
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De plus, 


IB(u) — (vu), < sup i |F (s, u(s)) — F(s,v(s))| ds 


te [0,T] 


+. i Cllu(s) — v(s)|| ds 


te [0,T] 
< C'|lu(s) — v(s)]| ds < TCllu — vls: 


Ce qui montre que ® est une contraction si TC < 1. 
(2) Posons T = 1/(2C) de sorte que TC < 1. Le théorème du point fixe 
implique qu’il existe une unique fonction u € Xr solution de 


vt € [0,T], u(t) =w+ f F(s,u(s)) ds 


Il reste à définir une solution sur l’intervalle de temps [0,+co[. Pour cela, 
Vobservation principale est que l’intervalle de temps donné par l’argu- 
ment précédent ne dépend pas de la donnée initiale. Aussi, on va pouvoir 
construire une solution définie pour tout temps en recollant des solutions 
définies sur des intervalles de temps de taille T. Posons pour commencer 
ur = u(T). Alors l'argument précédent implique qu’il existe une unique 
fonction notée U appartenant à C°((0, T]; E) et solution de 


vte Jo, T], U(t)=ur + 're+rutoes 
0 


Définissons & € C°((0, 2T]; E) par u(t) = u(t) sit € [0, T] et u(t) = U(t-T) 
si t € [0,27]. Alors à € C([0,27]; E) et de plus on vérifie que 


Vt € [0,27], w(t) = uo +f F(s,ü(s)) ds 


En itérant cet argument on construit la solution recherché sur [0, +ool. 
Il reste enfin à vérifier que u est C! en temps à valeurs dans FE, ce qui est 
une conséquence directe du fait que u est donnée par l’intégrale en temps 
d’une fonction continue. 

(3) L’espace 


x= fu € ©({0, +o]; E) : SP n lulle < +oo} 


est un espace de Banach pour la norme 


lux = sup e*llu(é)]lz. 
tE[0,+00[ 
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Soit u appartient à X. En écrivant F(u) = F(u)—F(0)+F(0) et en utilisant 
l'inégalité triangulaire, nous obtenons que 


e™ Ou) Olly <e™ (luola ++ 1IF(0)|1x) +f eC |lu(s)||_p ds. 


Puis écrivons que 


t t 
[Css as < Cull [eM as < Ś lux, 
0 0 


pour obtenir que ®(u) appartient aussi à X. De plus, 
t 
|®(u) — Pw) x < sup ey |F(s, u(s)) — F(s, v(s))||_ ds 


t 
<supe f C uls) = v(s)| pas, 
0 
donc comme ci-dessus, on en déduit que 


LOBOIPPEITEN 


Pour À > C, on vérifie que ® est une contraction et on conclut à l’aide du 
point fixe qu'il existe u € X solution de ®(u) = u. 


Solution 5 (Solution de l’exercice 2.2). 

(1) Considérons un compact K homéomorphe à B et soit f: K — K une 
application continue. Considérons un homéomorphisme ¢: K > B, c’est- 
à-dire une application bijective, continue, dont l’inverse est aussi continue. 
Alors application g = do fol est une application continue de la boule B 
dans elle-même. Elle admet d’après le théorème 2.11 un point fixe, c’est-à- 
dire un élément x € B tel que g(x) = x. Alors f(¢71(x)) = @71(z), ce qui 
prouve que @ l(x) est un point fixe de f. 

(2) Le premier point provient du fait qu’il existe par hypothèse deux 
nombres strictement positifs r, R tels que 


B(0,r) CC C B(0, R). 


Les trois points suivants ont été démontrés au premier chapitre, où nous 
avons montré que l’application u est une norme. Montrons que p est conti- 
nue. Pour cela, utilisons l'inégalité triangulaire pour écrire 


p(z +y) — ulz) < uly), ule) < ula +y) + ely). 
Alors les inégalités du premier point impliquent que 


ly| ly| 
= Suly) < ule +y) — w(t) < Hy) < T 
Ce qui implique directement que u est continue. 
Il reste juste à démontrer que x € C si et seulement si u(x) < 1. Suppo- 


sons que x € C. Alors 1 € {t > 0 : x/t € C} donc u(x) < 1 trivialement. 
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Réciproquement, supposons que u(x) < 1. Alors il existe une suite décrois- 
sante (tn) qui tend vers u(x) et une suite (cn) d'éléments de C telle que 
T = tnCn. Si p(x) < 1, alors tn < 1 pour n assez grand, et comme 0 € C, 
on en déduit que x € C par convexité. Si u(x) = 1, alors la suite t, tend 
vers 1 donc l'identité cn = x/t, implique que cn tend vers x. Comme C est 
fermé, ceci implique que x € C. 

(3) Considérons l’application 


= aa x six#0, 
ġġ: C — B, t> |x] 
0 si £ = 
Notons que 
(19.2) veeC, el< ue) < El. 


(Notons que cette inégalité est vraie pour x = 0 et x Æ 0.) Cette inégalité 
justifie le fait que ¢ est à valeurs dans B car, si x € C, on a vu que u(x) < 1. 
Par ailleurs, comme |-| et u sont continues, est continue en tout point 
différent de 0. Et l'inégalité (19.2) garantit que ¢ est aussi continue en 0. 
Donc @ est continue en tout point. Montrons que ¢ est bijective et que 
son inverse est continue. Pour trouver l'inverse de ¢, on cherche à résoudre 
l'équation ¢(y) = xz. Comme u(àx) = Au(x), on est amené à considérer 
l’application 


= aiy si x £0, 
y: B— C, x 4 u(x) 


0 si x = 0. 


On vérifie facilement que ¢ est bijective, d’inverse ~. En raisonnant comme 
précédemment, en utilisant linégalité u(x) > |x|/R on vérifie que a est 
bien une fonction continue. 

On a montré que C est homéomorphe à B, et comme on l’a vu au point 1, 
ceci prouve que toute application continue de C dans C admet un point fixe. 

(4) L'ensemble B = {x € R” : N(x) < 1} est fermé et borné dans 
(R”, N(-)). Par équivalence des normes en dimension finie, il est aussi fermé 
et borné dans (R”, |-|), et donc compact. Par ailleurs, l'inégalité triangulaire 
pour N implique que 


N (Ax + (1— A)y) < AN (x) + (1 — A)N (y), 


ce qui montre que B est convexe. 


Solution 6 (Solution de l’exercice 3.1). 


(1) C’est une conséquence directe du théorème de Riesz-Fréchet. 
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(2) L'application A est linéaire. Puisque a est continue, il existe une 
constante C > 0 telle que, pour tout u : 


Vu € H, |(Au, v)| = alu, v) < Clul|vi, 


ce qui implique || Aul| < C||ul|. L'application A est donc continue. 
(3) Par hypothèse, pour tout u € H, ona 


|| Aull lull > Au, u)| = la(u,u)| > cllull?, 


donc | Au|| > c||ul|. Cela implique que A est injective et donc un isomor- 
phisme sur son image. Il suit que Im(A) est un sous-espace complet, et donc 
un sous-espace fermé de H. Pour montrer Im(A) = H, il suffit maintenant 
de montrer que (Im(A))+ = {0}. Pour cela, supposons fixé h € (Im(A))+. 


Alors on doit avoir 
0 = (Ah, h) = a(h,h) > cal’. 


Donc h = 0. 
(4) Soit ¢ une forme linéaire continue. En utilisant le théorème de Riesz- 
Fréchet à nouveau, on voit qu’il existe U € H tel que: 


Vue H, o(v) =U, v). 


Il suffit donc de montrer qu’il existe u tel que Au = U. Ce qui est une 
conséquence de la question précédente qui montre que A est surjective. 


Solution 7 (Solution de l’exercice 3.2). 


(1) (a) La suite E; est un frame car, si (en) est une base hilbertienne, 


alors 
D (£, 2n)? = liell. 
neN 
Ceci implique aussi que la suite E3 est un frame. La suite E n’est pas un 
frame car (eo, €n+1) = 0 pour tout entier n. La suite E4 n’est pas un frame. 
(b) Supposons que (£n )nen est un frame et posons 


V = Vect{r, : n € N}. 


On veut montrer que V est dense. Pour cela, il suffit, par un résultat général 
sur les espaces de Hilbert, de montrer que l’orthogonal de V est réduit à {0}. 
Considérons un vecteur x orthogonal à V. Alors a fortiori (£, en) = 0 pour 
tout entier n, et donc ||z|| = 0. Ce qui montre que x = 0. 

(2) (a) L'application 


U: H — ÊN), z— U(z) = ((£,£n)) pens 


est une application linéaire bien définie. Pour montrer qu’elle est continue, 
on peut utiliser le théorème du graphe fermé. D’après ce théorème, il suffit 
de montrer que si (yk)£en est une suite de H qui est telle que (i) elle converge 
vers y € H et de plus (ii) (U(yr))ren converge vers une suite € = (Cn)nen € 
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(?(N), alors c = U(y), c'est-à-dire cn = (y, £n) pour tout n. Pour cela, 
notons que U (yx) = een et écrivons 


2 
|En — (Yk, £n )| <J lo- (Yk, Zp iis = lle— U(ye lee - 
pEN 

Comme U (yp) tend vers c dans ¢?(N), on en déduit en passant à la limite 
que cn = limg-+oo(Yk, En) pour tout n E€ N. Or limg-+400(Ye, Zn) = (Y, Ln) 
car (yk) converge vers y dans H. Ceci prouve que c = U (y) et donc que le 
graphe de U est fermé. 

La continuité de U implique qu’il existe une constant C telle que 
IU(x)|ly < Cl|x||. On en déduit que 


(19.3) Vee H, N |(a,2n)|’ < Blzl?, 
neN 
avec B? = C. 
(b) Considérons une suite (£n)nen dans H qui vérifie la propriété (19.3). 
Considérons un ensemble fini F C N et une suite (¢n)nen € L?(N). Rappe- 
lons que, pour tout vecteur u € H, ona 


lull = sup |(u, 9). 
yeH, |yll=1 


En particulier, 


2 2 
= sup Ke Can ¥)| i 


yEH nEF 
lyll=1 


| cae 
neF 


Comme F est fini, on peut appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans 
R#F, pour obtenir 


KE amsi Ze (ema) < (Ziar) (© kenn); 


nEF 


(c) Il suit de l'inégalité de la question précédente et de hypothèse (19.3) 


que 
2 
| ye Cn£nll <B 5 [eal 
neF 


nEF 
En particulier, pour tous entiers m, M tels que 1 <m < M, ona 


| 5 le 5 Ice 


m<n<M m<n<M 


En faisant tendre m vers +00, on voit que la série des sommes partielles est 
une suite de Cauchy, et donc converge. 
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Solution 8 (Solution de l’exercice 3.3). 


(1) Considérons k formes linéaires 41,...,44. L'application 
E — R* 
| Tr (1x), .--, Pk(x)), 


n’est pas injective, sinon Æ serait de dimension finie. On en déduit qu’il 
existe x € EF K {0} tel que (x) = 0. Par linéarité, la droite Rx est incluse 
dans l'intersection Mises ker ye. Il suit trivialement que Rx est incluse 


dans l’ensemble Ni. {y E E : |pkly)| < €} pour tout € > 0. 

(2) (a) Soit n € N*. Par hypothèse, la boule B4(0,1/n) est un ouvert 
pour la topologie faible. D’après la question précédente, il existe yn € 
Ba(0,1/n) non nul tel que Ry, C Ba(0,1/n7). Ceci implique que x, := 
NYn/ ||Yn|| p appartient à Ba(0,1/n). On a bien |x,||} = n. Par ailleurs, le 
fait que £n € Ba(0, 1/n) implique que la suite (x, )nen tend vers 0 séquen- 
tiellement, d’où x, — 0 si l’on suppose que la topologie faible o(E, E’) est 
induite par la distance d. 

(b) On en déduit une contradiction car une suite qui converge faiblement 
est bornée d’après la proposition 3.42. 


Solution 9 (Solution de l’exercice 4.1). 


(1) C’est une conséquence de la décomposition de la solution en séries de 
Fourier et de l'identité de Plancherel. 
(2) (a) Notons d’abord que, par périodicité en x, 


d T T 

— u(t,x) dx = dr(y(x)dru) dx = 0. 

dt < szg 
On en déduit que fa u(t,x) dx = 0 pour tout temps t > 0 puisque cette 
propriété est vraie initialement par hypothèse. 

(b) On obtient l'identité demandée en multipliant l'équation par u et en 
intégrant sur [—7, 7]. 

(c) Comme y est minorée par une constante strictement positive, lin- 
égalité de Poincaré-Wirtinger (voir le lemme 4.17) assure qu’il existe une 
constante C telle que 

C T 
2 


T 


u(t, x)? dx < / y(x) (ru (t, x))? dx. 


= TT, TT 


On en déduit que 


ld f* 5 cC f 2 
25 = <0. 
Sai ico dx + 5 [mea dx < 0 


(d) L’inégalité voulue provient du lemme de Gronwall. 
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Solution 10 (Solution de l’exercice 7.1). Supposons que J = ]—1, 1[ pour fixer 
les notations. Pour tout ¢ dans C° (IT), on peut écrire 


|x| d'(x) dx = x (x) dx + ; (—a)¢' (a) dx. 
J, J L 


Comme x s’annule en 0 et ¢ s’annule au voisinage de —1 et 1, en intégrant 
par parties sur chacun des intervalles, nous trouvons que 


| ale Gar = -f dodet fe Jde - f'Htarée de 


Comme H|; appartient à L!(I), ceci signifie que |x| est dérivable au sens 
faible et sa dérivée est donnée par H|;. 


Solution 11 (Solution de l’exercice 7.2). Montrons ce résultat par l’absurde. 
Supposons qu’il existe v dans LP(R) telle que 


Joéar=- fins dx, Woe CE(R). 
R R X 


Ô 
tu) — 600) =| f t013 ar) = | f voa 


avec C = ||v||rr(R). On montre ensuite que l’on ne peut pas avoir une telle 
inégalité en considérant une suite de fonctions ¢, appartenant à C§°(R) 


telle que ¢,(1) = 1, ,(0) = 0 et lenll cm) = 1l/n. 


Alors, 


< Clldll rey: 


Solution 12 (Solution de l’exercice 7.3). Nous voulons montrer qu’il existe 
une constante C = C(n) telle que, pour tout r > 0 et pour toute boule B 
de rayon r dans R”, pour tout u € H!(B), on a 


1 : 1/2 1 : 1/2 
(a e-e! dx) < Cr (a [ive ar) ; 


où upg est la moyenne de u sur B. 

Notons que l’on peut supposer que u est à valeurs réelles (en considérant 
séparément Re(u) et Im(u)). La démonstration est basée sur un argument 
de duplication : 


1 2 
ie aa, ojast om [we 


Notons qu’on on peut supposer sans perte de généralité que up = 0, de sorte 


que 
1 2 
— dx dx d 
a f= gpp ||, C — mon? ar du 
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Par ailleurs 
1 
(u(x) — u(y))? < [x — yP | |Vu(ta + (1 —t)y)|? dt 
0 
1 
< e f |Vu(tz + (1 —t)y)|? dt. 
Or, pour tout t € [0,1], on a 


A |Vu(tz + (1 —t)y)|? dz dy = aff |Vu(o)|? do dy 
t tB+(1—t)y 


= | 1ips(1—ty(o) |Vu(o)| do dy, 
BJB 


et 


1 Gi 
f una- tyla )dy =|Bn lo -tB)| < min(1, a-ga 


On en déduit que 


To x A Pf f minfa, G = sh f |Vul? de, 


ce qui conclut la démonstration. 


Solution 13 (Solution de l’exercice 7.4). Supposons que n = 1, Qı = Ja, b|, 
Q2 = A(Ja, b[) = Jc, d| et posons y = po 07t. En écrivant 


POT (y))(07 7)" (y) = y 


l HOO i Vada a| 


Or, comme u € H!(]c,d[), par définition de la dérivation au sens faible et 
en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a 


d d 
| u(y)p' (y) dy} = i u’'(y) p(y) dy 


Ce qui conclut la démonstration car ||p||z2qe ap < Cllllz2qa,o) Comme on 


on vérifie que 


< lu'llz2qeap ell 2 qe,ap)- 


peut le voir en utilisant encore une fois la formule de changement de variables 
pour une intégrale et l’hypothèse que la dérivée de 0 est bornée. 


Solution 14 (Solution de l’exercice 7.5). Par définition de u,, on a 
mala -f Ge) de + f [u(—x1,...,2»)|P dx 
æ1 >0 æ1 <0 
=2 | \u(2)P dz = 2ul, 
Q 


Donc ||uxl|ze = 2"P||ul|z». Le raisonnement qui précède s’applique à p # 
+oo mais le résultat est également valable pour p = +00. 
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On va maintenant montrer que u a des dérivées partielles dans L”, qui 
sont, si à = 1 : 
Ou(t1,T2,...,Tn) si zı > 0, 
dux(T1, -.., Tn) = : 
— Ou(—-t1,%2,...,Œn) sia, <0. 
et, sii Al: 
du(t1,T2,...,Tn) si zı >0, 


Oux(t1,..., Tn) = i 


Oyu(—21,%2,...,%n) Siz < 0. 


Cela impliquera que, pour tout i, ||Ojus||z> = 2!/?||O;ul| ze. 

Soit ¢ € CF (R”). On va calculer fgn u,0,0 dx. Soit x: R — R une fonc- 
tion paire, de classe C% qui vaut 1 sur [—1, 1] et 0 en dehors de [—2, 2]. Pour 
tout k € N, on pose, pour tout x € R”, x(x) = x(2Kx:). La fonction x, 
ainsi définie est C% à support dans [—21-*,21-4] x R-1, On a 


Jo wdiode = f ul- x) + oxx) ar 
= f(A = x) f uada f wd(O.xe) de. 


Puisque | fgn Ux(Oid) xx] < Jiey|<21-* |ux(0;¢)| et puisque u*(d;¢) est Lt, ce 
terme tend vers 0 lorsque k tend vers +00. 


Pour i #1, O:x~ = 0 donc fgn (xx) = 0. Pour à = 1: 


f uox = | U(E,- - -En JOT,- - -y En) (31Xk) (T1, - - -, En) dx 
R? x 


1>0 


+f U(—#1, +++, n)O(@1,---5Xn)(—O1XK)(—#1,--- En) dz 


1<0 


= i u(@1,---,2n)O(VR) (£1, ---,Ln)(O(41,---,%n)—b(—21,...,Ln)) dz. 


1>0 


Donc 


Ve Ux (OiXk) 


< ldd f Ju(ai, -+ -5 En)| [01 (Xk) (T1; +--+ En )| |21| Lsupp(s) (2) dz 


æ1 >0 
<2-2# él lxlze | fut, …,œn)| |21| Loupp(sy (2) de 
0x <21—k 
< 2-2 élite | Puf, n)| 21" Leupp (2) dz 
O<21<21-* 
= Alélz=lnlz f Ju(er,..-,2%m)[ Lun) dr — 0. 
O<æx1 <21—F +00 
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On a montré que, pour tout i, fgn UP dx = fon UxO;(O(1— Xx)) dz +o(1). 
De plus : 


k ux0;(6(1 — Xk)) =| sg a ROE ia L 
+ [nana (= x) 2) de 
=| sg Pe CUS (| 


+f Cee en Cee 
æ1 >0 


où 
(OL = Xi) (21, .--, En) sii Al, 
gk(æ) = 
—((1 — Xk))(— 21,- .-, En) sit=1. 
Maintenant, puisque ¢(1 — Xk) et g, sont C% à support compact inclus 
dans Q : 
f Ua O(O(L — Xk)) = | du(ri,...,2n)O(L — XK) (@1,---,2n) da 
ay x1>0 
+] dju(x1, ,Zn)gk(— z1, ,Tn) da 
æ1 >0 
E f ru(z, - Zn) — xk) (z1, a) dz 
x1>0 
+f e,0j;u(—21,..-,@n)O(1 — x~K)(21,---,2n) da 
æ1 <0 
avec & = 1 si i Æ 1 et ce; = —1 si i = 1. 


En définissant ju, comme annoncé plus haut, on a ainsi : 


f» at= = | omg- oué f soi 


En combinant ce qui précède, on obtient, lorsque k tend vers +00, 


Jan UxOid = Jen diuxd + 0(1). Donc fan Usi = fen ited. On a bien 


démontré ce qui était annoncé. 


Solution 15 (Solution de l’exercice 7.6). 

(1) Si f € W*?(R”) (avec la définition 7.12), alors f € L?(R”), donc 
fe L? (R”) d’après la proposition 5.23. De plus, pour tout indice j tel que 
1 < j < n, Of € L?(R”) donc of = (i€;)*f appartient à L2(R"). En 
sommant sur j, on vérifie que |E SF appartient à L?(R”) (où [£| désigne la 
norme euclidienne usuelle, par équivalence des normes en dimension finie). 

Donc (1 + |é|?)°/2f appartient à L?(R”) et f € H°(R”). 
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Inversement, si f € H*(R"), alors f € L?(R”) et, pour tout multi- 
indice a tel que |a| < s, Gé f appartient à L?(IR”). Cette fonction est la 
transformée de Fourier de 0° f (au sens des distributions tempérées) donc 
cela signifie que 0° f € L?(R"). Donc f € W®?(R?). 

Montrons maintenant l’équivalence des deux normes. Pour toute f € 
W*(R”) (avec la définition 7. a ona: 


IIfllives = D flt = Bon 2) ae FIL: = GFE IEI FOIE: 


rie jal<s lal<s 


= 


< one late a FE: = CIE, 


jal<s 


pour C = (1/(27)”") Card{a: |a| < s}. 
On a également, pour s >1: 


Les > WSs + So HOPS = oars (Ps + EG PE) 


j<n 


i<n 


1+ E fiz = IE 


aei ne 
"(2x)" (2x)" 
pour une certaine constante C > 0. 

(2) On remarque d’abord : 


[LOI gage f Wafer ga 


la — y|"+2s (znas 


TE WERA, 
7 coal PE d 

~ — piw:z|2 
=p [ONE wa 


Si on pose 
|1 = eels 
G(w) = A re À 
on vérifie que cette fonction est bien définie et (par changement de variable) 
qu’elle vérifie les propriétés suivantes : 
Vw ER", REG,(R), G(Rw) = G(w) 
Vw ER",a>0, G(aw) =a*G(w) 


Il existe donc une constante C, > 0 telle que, pour tout w € R”, G(w) = 
C,|w|?*. Ainsi : 


LOF gay =f ueo 
ie |e — y|"+2s da dy = (27) A || lf( )| d 3] 


donc les deux définitions sont équivalentes. 
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Solution 16 (Solution de l’exercice 9.1). 


(1) On utilise des changements de variables élémentaires pour écrire 
1 ; 
Op, (ajule) = are | | #0 ale, he)u(y) dyag 


1 ; =). 
US €a(a, €)u(y) dy dé 
ely a(h!/2x! hey (h12 ^d ' dé’ 
x y Jay . 
On en déduit que 
Op, (a)u(x) = (Oplan Jun) (A712), 
où 
an(x, E) = a(h* x, h PE), un(y) = u(h y). 
(2) Le théorème 9.8 implique que 
Op, (@)ullp2 = 2/4 ||Oplan)unllz2 < Ch”/4N(an) |lunll ze ; 


où 


N(an)= sup sup [0% dear| 
lal+|8| <M (x,£)ER?” 


pour un certain M assez grand. On conclut la démonstration en notant que 
A”/4 |junllz2 est égal à |julļz2. 


Solution 17 (Solution de l’exercice 10.1). 
(1) Soit x € CE (R” x R”) une fonction C® à support compact, telle 


que x(0,0) = 1. 
D’après la définition des intégrales oscillantes : 


J "asate.n dz dy = lim | e tzja(m,y)x(ez, eu) dx dy 
= = Jim yi fai e'Y*Ja(a,y)x(ex, ey) dz dy 


= lim ~i f eeo, [a(x,y)x(ex, €y)| dx dy 


E=} 


= —i lim | e7#%0,,a(x,y)x(ex, ey) dx dy 


e—0 


— i lim e f etala, y)d,,x (Ex, €y) dx dy. 


e—0 


La première limite vaut —i fe V*,, a(x, y) dx dy (par définition de cette 
intégrale oscillante). Pour le deuxième terme, toujours par la définition des 


CHAPITRE 19. SOLUTIONS 395 


intégrales oscillantes : 
—ilime / e 'Y "a(x, y)Oy, x(Ex, ey) dx dy 
e—0 


D Te sty © = 
= i lim eð, x(0,0) | e a(x, y) dx dy = 0, 


ce qui donne le résultat voulu. 

(2) On se contente de montrer Ea fe’ a(x) dy dx = a(0). Par symé- 
trie entre les variables y et x, cela suffit. 

Lorsque m est suffisamment négatif, a est dans L! et @ est également 
dans L}. On a alors : 

1 aie 1 a 

Pour conclure, il suffit donc de démontrer que si légalité est vraie pour 
a € A", alors elle est vraie pour a € A™*. Supposons alors qu’elle est 
vraie sur a € À" et supposons fixé a € A+, 

Posons b(x) = a(x)(1 + ||?) !. On a b € A™ 1 C A". En utilisant la 
question (1) : 


[eat dx = few vaay dx + yy / e- Fable) dy dx 
J 


= b(0) — iD J: e Ay, [xjb(x)] dy da 


= b(0) = a(0). 
(3) Lorsque 8 = 0, c’est une conséquence de la question (2), appliquée à 
aly) = y*/(al). 
Procédons maintenant par récurrence sur |8|, en utilisant la question (1). 
On note 6; = (0,...,0,1,0,...,0) (avec le 1 en position j). 


1 = yeah +95 1 EN y°xP 
aes iyo FM D Ytp 2“ dud 
Ga | TESTS ame OM et T 


= —i —iy-x ya? 
= ne fe RFO Patel dy dx 


>ý ; a—ðj yh 
= fowat dy dx 


= | a Jer 4 

RO ne (a = 6,)(8+6,)! 
: (—ile- +1 = (—i)lel 
= las>0 Gps Fab = or += 


qui est le résultat voulu. 
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Solution 18 (Solution de l’exercice 10.2). 


(1) Soit M > 0 tel que x s’annule en dehors de la boule B(0, M) et soit 
M’ > 0 tel que x = 1 sur B(0, M’). 
Fixons j € N. Pour tous multi-indices a, 8 dans N”, on a: 


OY eG; = OF [(1 — x(e5é))d a5] 
= So maf ft - x(es6))(2- 70803) 
yS 
où les n, sont des entiers. 


Pour tout multi-indice y # 0, on a 02[1 — x(£5£)] = -el (3Yx)(e;£), 
ce qui entraîne, pour €; < M : 


B- (6) < ponte) ONE xl 
1+|e NT 
T ry 2 
< ef" [exe (EE | 
bee 
911197 & 
< epla (SEE) 


< el (2M) 118 x p00 (1 + ENT. 


[1 — x(e;é)| < (1 + [lxllz-) lr» — (0, M'/e,) (€) 
< (1+ Ixllz=)( +16) ($5). 


Donc, en utilisant le fait que, pour tous y et 5, il existe une constante D 
telle que og a;l < D(1 + |é|)™—!8I+1, on obtient : 


070 a;| 
< noll — x(ej€)|(OF OS a;)+e; XO nyCy(1 + [E102 7884; 
0AY<B 
< ejO(1 + (ely 


où C est une constante indépendante de €; (mais dépendant de a et f). 
En prenant €; assez petit, on vérifie que si |a| < j et si |8| < j, alors : 
a 98% 1 1+m;-—|8| 
agafi] < A + ep, 
Si, pour tout j, on choisit €; de cette manière, alors, pour tous a, B, 
la propriété voulue est bien vérifiée dès que j > max(|a|, |8|). 
(2) D’après la première question, pour tous a, 3, la série ` jeN azok a; 
converge uniformément sur tout compact. 
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(3) Montrons d’abord que, pour tout k, 755; aj € S7. 

Pour tout j > k, a; et a; coincident en dehors d’un certain compact 
donc, puisque a; € S"5, à; aussi (vérification laissée au lecteur). Comme 
mj < Mr, cela entraîne en particulier a; € S™*. 

Considérons deux multi-indices a, 5 quelconques. Soit J assez grand pour 
que la propriété de la question (1) soit vérifiée si j > J (pour les a et £ fixés). 
La fonction >? ,.<j;<7 4; est un symbole de S™ donc Dip cjey O° Oe à; décroit 
au pire en (1+|é|)’”*—!!. Montrons qu’on obtient la même décroissance pour 
er 0207 a;. Pour le voir, notons que 


Q g 1 Mi — 
D] < $3 Ga + ley 
j2J j2J 

1 TE 
D a) nl 
j2d 
1 1+mx+1—|6] 
= gyal + lel 


1 m 
< spar (+ fe) A, 


Les deux remarques précédentes impliquent que, pour une constante C assez 


grande : 
Yoro, 


jZk 


< O(1 + ely ll. 


Comme ceci est vrai pour a et 8 quelconques, on en déduit que >> j> kdj 
est un élément de S7*. 

On conclut en remarquant que 3°,.,(a; — aj) est un symbole de 57° 
dont le support est compact en €. C’est donc un symbole de S7%. Ainsi, 
a — J j<k aj est la somme d’un symbole de S~°° et d’un symbole de S7%*. 
C’est alors un élément de S7*. 


Solution 19 (Solution de l’exercice 10.3). 
(1) On trouve 
1 , 
Kau) = qg |., mE ae, 
(27)" Jra 
En intégrant par parties, on peut donner un sens à cette intégrale pour tout 


(x,y) tel que x £ y. 

(2) Pour tous multi-indices a et £, la fonction (x, y, £) — a(x, é)e(r—v)é 
est (a, 3)-fois dérivable par rapport à (x,y). De plus, la dérivée (a, B)-ème 
est une combinaison linéaire de termes de la forme : 


Glance Mise ws 
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avec y < a. Puisque a € S7®, une telle combinaison linéaire est majorée 

par C(1+|€|)~+ pour une certaine constante C, ce qui est une fonction 

intégrable en é. On peut donc dériver sous le signe somme et K est C®. 
(3) Par calcul symbolique, on a Op(a)My = Op(a) Op(#) = Op(c) avec : 


ot (Ofa) (IW). 


Chaque terme de ce Pre asymptotique est à support dans 
supp(w) x R”. On en déduit qu’il existe b € S™ et R € Op(S®) tels que 
b(x, €) = 0 pour tout (x,£) tel que x ¢ supp(w) et : 

Op(a)My = Op(b) + R. 


On a de même M, Op(b) = Op(c) avec : 
1 & & 
G 5 Tolar (28 )(O7b). 


Pour tout a, (0%¢)(O7b) = 0, puisque, pour tout £, supp (O70(.,£)) C 
supp(w) et supp CUE 3) C supp(¢) et les deux supports sont disjoints. 

Cela entraîne c € 87%. Donc Mg Op(b) € Op(ST®) et M; Op(a)My = 
Mọ Op(b) + MR E Op(S~°). 

(4) On note 

1 
K = i(x—y) E 
(av) = pe f Dee de 

le noyau de Op(a) et K’ le noyau de My Op(a) My. Intuitivement, pour une 
fonction u € a : 


de K'(x,y)u(y) dy = My Op(a)Myu(z) = 6(2) Opla) (bu) (2) 


= (x) | K{x,y)Y(y)u(y) dy 


Rr 


II 


J COKE uly) ay 


donc on s’attend à avoir K'(x, y) = ọ(x)K (x, y)ẹy(y). Justifions maintenant 
rigoureusement ce résultat. 

On note b € S™ le symbole tel que Op(a)My = Op(b). En utilisant le 
fait que, pour toutes fonctions fy, fo, fife = (27) fi * fa on a, si u est de 
Schwartz : 


Ey | rs Se S16) ag = Opla) Myla) 
= ae | ales Fue ae 


mn Jeter beige -VUE de ae. 
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En conséquence, 


be) = pale dx (e NE) 


En notant K” le symbole de b, on a K” (x,y) = F~*(b(a, .))(a — y) donc : 


K"(a,y) = F~ (a(x, .))(£ — y) FT He %-d(—.))(x — y) 
= K(x,y)(y). 


Un raisonnement similaire (mais nettement plus simple) montre qu'on a 
aussi K'(x, y) = ¢(a)K" (x,y), ce qui démontre bien : 
K(x, y) = O(x)K (x, yoy). 

(5) D’après la question (3), K’ est le noyau d’un opérateur pseudo- 
différentiel d'ordre —oo. D’après la question (2), c’est une fonction C®. 
Puisque K est égal à K’ au voisinage de (x,y), K est C% au voisinage de 
(x, y). 


Solution 20 (Solution de l’exercice 10.4). 


(1) (a) Soit u € C§(Q). Comme c’est une fonction de la classe de 
Schwartz, 6Opg(a)u = Op(pa)u est une fonction de la classe de Schwartz 
pour toute ¢ E€ C§°(Q). Donc Ope(a)u est C® sur Q. 

(b) Ona 


Op(¢¢a)*v = (Mg Op(¢a))*v = (Op(da))* Mžv 
= (Op(¢a))* (dv) = (Op(da))*v. 


De même, (Op(¢¢a))*v = (M3 Op(¢a))*v = (Op(¢a))*v. Cela entraîne léga- 
lité demandée. 
(c) Soit u € .7/(Q). On définit Opg(a)u € D'(Q) par : 


Vu € Co(Q) (Opa(a)u, v) = (u, (Op(pa))"v), 


où est une fonction de C$°(Q) valant 1 sur le support de v. Cette définition 
ne dépend pas du choix de ¢, d’après la question précédente. Les propriétés 
de continuité de (Op(¢a))* font que cela définit bien une distribution. 

De plus, on vérifie que cette définition coïncide avec la précédente pour 
uE Co (Q). 

(2) (a) Soit u € CF (Q). 

Soit K l’ensemble (fini) des indices k tels que supp(u) N supp(Yk) 4 Ø. 
On a u = J peg Yeu donc Au = X peg AMy,u. 

Soit x € Q fixé. Soit J l’ensemble (fini) des indices j tels que x € 
supp(#;). Alors : 


Au(x) =X (x) Au(x)= XO (My, AMy,)u(z)= XO Ajkule). 


jEJ jEJ,kEK jEJ,kEK 
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Si j € J ou k € K, Ajxu(x) = 0, donc: 
Au(x) = >, Ajru(x). 


j,keN 

(b) Par hypothèse, pour tous j,k, Aj, est un opérateur pseudo- 
différentiel d’ordre m, c’est-à-dire qu’il existe un symbole ajg € S™ tel que 
Ajk = Op(ajx). 

Pour tout x ¢ supp(v;), a;k(x,.) = 0 (puisque A;;,u(x) = 0 pour toute 
u € F (R”)). 

Si on pose a = > geer ajk, l'opérateur a est bien défini puisqu’en chaque 
point, la somme est finie. De plus, pour toute 6 € C° (Q), ajk = 0 pour 
tout (j,k) € I sauf un nombre fini. Donc pa est une somme finie de sym- 
boles d’ordre m, ce qui entraîne que a est un symbole d’ordre m. Donc 
a € SR (Q). Il faut maintenant vérifier qu'avec cette définition, on a bien 


loc 


Duker Ajk = Opa(a). Pour toute u € &(R”) et pour toute ġ € CG? (Q) : 


p >> Aju = XO ÉAju = XO 6Op(a;r)u 


(5,k)EI (j,k)EI (5,k)EI 
supp(Ÿ;)Nsupp(#)£S  supp(;)Nsupp()£S 


= Op (o 5 ar) u 
(j,k)EI 
supp(Ÿ;)Nsupp(p)£S 


= Op(pa)u = bOpa(a)u. 
Comme c’est vrai pour toute fonction ¢, eer Ajru = Opa(a)u. 

(c) De même qu’à la question (3) de l'exercice 10.3, My, AMy,€ Op(S~*) 
si supp(d;) Nsupp(#x) = Ø. D'après la question (2) de l'exercice 10.3, c’est 
donc un opérateur à noyau Cœ. 

Notons K le noyau et montrons qu’il est à support inclus dans supp(#;) x 
supp(#+). Pour tout x ¢ supp(#;), pour toute u € F(R”), Aj,u(x) = 0 
donc : 

Le K(x, y)u(y) dy = 0 
C’est équivalent à K{(x,y) = 0 pour tout y € R”. Donc supp(K) C 
supp(j) x R”. 

Montrons maintenant que K(x, y) =0 pour tous z, y tels que y # supp(vx). 
Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas : K(x, y) Æ 0 pour un certain 
(x,y) E€ R” x R” tel que y ¢ supp(vx). Alors il existe une fonction u, de 
classe C°°, à support inclus dans un voisinage arbitrairement petit de y, 
telle que : 

A K(x, y)u(y) dy #0 
On a alors A;,u(x) # 0. Mais, si le support de u est assez petit, supp u N 
supp(#r) = Ø et Ajru = My, A(bru) = My, A(0) = 0. C’est absurde. 


CHAPITRE 19. SOLUTIONS 401 


(d) Pour tout (j,k) ¢ I, notons Kj, le noyau de Ajk. Comme 
supp(K;x) C supp(#;) x supp(yx), la somme K = Y;r)er Kyk est 
bien définie (chaque point admet un voisinage sur lequel seul un nombre 
fini de termes sont non nuls); elle est C™. 

On vérifie également que, pour toute fonction u € C (9), 


( >. Ajx)u= = LG y)u(y) dy. 
(J,k)¢I 
Cela implique que “Geer Ajk est un opérateur à noyau C. 
En posant R = D Ghér Aj, et en définissant a comme à la question (b), 
on à bien, d’après la question (a) : 


A= 5 Ajk + D Ajk = Opa( a) + 
(REL (j,k)gI 


Solution 21 (Solution de l’exercice 10.5). 


(1) On va montrer que 


vérifie la propriété suivante : pour tous multi-indices a et 5, il existe une 
certaine constante C” telle que : 


Og OF b(x, €) < O'(1 + Jal +E) 


Notons que 


aeaeo(e,£) = at (RE arte) 
Le premier terme du produit est majoré par C(1 + [é[)-"-lal pour une 
certaine constante C > 0 (à cause de la condition d’ellipticité). Le deuxième 
est majoré par C;,(1 + |x|) pour tout k, puisque u est à support compact. 
On en déduit le résultat. 
(2) Pour tout s et pour tout u à support dans U : 


Tu) = GY foret + bayer LME au de 


En" 

Ne 1): + A2 \s etr E u(x) 1- x(é) x 
-grl aroro fe] o 
(-1)5 u(x) er ee ee NS TX) à 

= En a ape 0 EE] dé 


La fonction (1 — x)P-! appartient à S~™ donc, pour tout s assez grand, 
(02, +--+ + 08 )* [(1 — x(8))/P(6)] est intégrable. 
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On pose alors, pour tout x € U : 


(Cu D 1 J in-€ (92 2 1- x(€) 
t(x) = ES (oO ces +02 || dé. 
= re ap Gap EEE JE 
La fonction t est bornée sur U ; elle appartient donc à L?(U). De plus, pour 
toute u € CE (U) : 


(3) On a, pour toute fonction u : 


a°T(u) = Cie fe = x(€) Ou(x) dr dé 


(27)” P(E) 
ile ix- al = x(€) 
= fe Eg Pe u(x) dx dé, 


ce qui s’identifie à une fonction de L? (U) pour la même raison que précé- 
demment. Sur tout ouvert borné U ne contenant pas 0, T s’identifie à une 
fonction L?, qui admet des dérivées L? à tout ordre; T s'identifie donc à 
une fonction C®©. Sur R” x {0}, T s'identifie donc à une fonction C™. 

(4) On écrit 


= so I eirt = [P(—D)ul (x) dx dé 

_ = J P(Da) jes EE ut dsdé 

= aay J ei P(€) SS ua) dz dé 

= oa J et Su(x) da dé — a J e'® Sy (€)u(a) dr dé 
= u(0) — a | e? S y(E)u(zx) dr dé. 


Puisque la fonction r: x + (2) " f eS y(€) dé est C'© (transformée 
de Fourier d’une fonction à support compact), on en déduit que P(D)T = 
do +r. 

(5) Soit € > 0 quelconque. Soit d une fonction à support dans B(0, €), 
qui vaut 1 au voisinage de 0. Posons T, : u œ> T(bu). C’est une distribution 
à support dans B(0, €). 

De plus, pour tout j, 0;T-(u) = 0,T(qu) + T((0;¢)u). La distribution 
u + T((0;¢)u) s'identifie à une fonction de C™(R”) car 0,6 est nulle au 
voisinage de 0. 
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On en déduit qu’il existe une fonction 7 € C% (R”) telle que, pour tout u, 


P(D)T.(u) = (P(D)T)(Qu) + fra = u(0) + [or or)u. 
Donc P(D)T: = ôo + (F + or). 


Solution 22 (Solution de l’exercice 11.1). 

(1) Nous avons déjà vu que si a = a(x,£) et b = b(€) (symbole indé- 
pendant de x) alors Op(a) o Op(b) = Op(ab). On en déduit que, pour tout 
e > 0, Op(a)Je = Op(a*) où a; (x, £) = ar(x, €)x(€6). 

(2) Pour tout t et tout € > 0, le symbole af est à support compact 
en € et donc appartient à S~° et en particulier à $°(R”). Le théorème 
de continuité des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0 sur les Sobolev 
implique que Op(a{) est un opérateur continu sur H*(R”). Alors ’équation 
Ou + Op(a®)u = f est une équation différentielle ordinaire, pour laquelle le 
théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique (on utilise la version de ce résultat 
donné par l’exercice 2.1). 

(3) Remarquons que le symbole af (x, £) = a;(x,&)x(e€) est borné dans 
S1(R") uniformément en €, au sens où {af : € € ]0,1], t € [0,7]} est une 
partie bornée de $1(R”), ce qui signifie que, 

V(a,8) EN”, sup sup sup (€)!8l-1 Oe OP a§ (x, €) < +00. 
c€]0,1] tE[0,T] x,€ 
De plus, Re af est uniformément borné dans S°(R"). L’inégalité voulue est 
donc une conséquence de (11.2). 

En appliquant l'inégalité précédente à v = us, on obtient qu’il existe une 

constante C telle que pour tout € > 0 et tout t € [0, T], 


T 
ar Midas aese | IF Ole dt. 


Ce qui implique que (u-)-ejo1 est bornée dans C°((0, T]; H9(R”)). En 
utilisant l’équation, on vérifie que (ue)ec]o,ı] est une famille bornée dans 
C*((0, T]; H*-*(R")). 
(4) Soient € et €” dans ]0, 1]. En partant de 
due + Op(a) Jeue =f, 

druer + Op(a) Jee = f, 

nous déduisons que v = uz — ue vérifie 
Ou + Op(a*)u = fe avec fe = Op(a) (Jer — Jeue. 

Comme us et ue coincident pour t = 0, on a v(0) = 0 et on peut alors 
utiliser l'inégalité du lemme précédent pour obtenir que 


T 
leleoa- <C f MOa dt 
0 
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Or 
IFE E| zrs-2 = || Op(a) (Jer = jure < K||(Je Le Jeue (|| gs1- 


Par définition, 
1 


2 Pa Le 
(Je = due Olle = Baym J (6762 Ix(ee) — x(E 6) [er (t, £)? de. 
On utilise l'inégalité élémentaire |y(e&) — xC] < Kle—e/||é] pour 
conclure que 


T T 
DO ar K e-e f me (Our dt. 
Comme ||ue"||Co(o,7),72) est uniformément bornée d’après (19.4), on obtient 
Ivllco(o,r;#s-2) = O(|e — e'|), 


ce qui est le résultat désiré. 
(5) Écrivons que 


llullz- = enr" fe) GE)? ae 
= (27) " Jos a(g) (£)20-a)s2 ae dé, 


de sorte que l'inégalité voulue est une conséquence de l’inégalité de Hôlder. 

Nous avons vu que la famille (ue)ec]o,1} est bornée dans C°((0, T]; H*) 
et qu’elle est de plus de Cauchy dans C?([0, T]; H°-?). Étant donné o € 
[s — 2, s|, l'inégalité (11.7), appliquée avec (51, 52,0) = (s—2,s,0), entraîne 
que (ue)ec]o,1] est de Cauchy dans C°((0,T]; H°). En utilisant l'équation, 
on obtient de plus que (rue)ec]o,1] est de Cauchy dans C+([0, T]; H°7?). 
Donc us converge dans C°([0,T]; H°) 9 C({0,T];H°—') vers une limite 
notée u. 

En passant à la limite, on trouve que u est solution du problème de 
Cauchy 

Ou + Op(a)u = f, u(0) = uo. 

(6) Nous avons vu à la fin de la section 11.2 comment montrer que u 
appartient à C°({0,7];H*). On montre ensuite que du appartient à 
C°((0, T]; H°-!) en utilisant l’équation. 


Solution 23 (Solution de l’exercice 13.1). Posons h = y — 1 et w=u-—v. 
On a alors 


Q (f) = fo + h)|Vv + Vu? dx 


= Q1(f) +2 | vuvwde+ f Vuds 


+ | nivorac+ [nv (2Vv + vu) az. 
Q Q 
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La fonction w € H! est solution de 
div(yV(v+w)) =0 dans Q, 

l v+w=f sur ðQ. 

Compte tenu de l’équation satisfaite par v, on observe que w vérifie 
div(yVw) = —div((1+ h)Vv) =—-VhA- Vv dans Q, 
w=0 sur 02. 
Nous allons utiliser cette équation pour majorer || Vw|| 72 : 
| y|Vw|? dx = -f div(yVw)w dz = j wVh.Vudx 
Q Q Q 
< llwllz2||Yhllz= ||Vvl]lz2. 


(On a utilisé dans l'intégration par parties la condition au bord w,59 = 0.) 
D’après l'inégalité de Poincaré, puisque w € Hj, on a ||wl|z2 < Call Vwlz2 
pour une certaine constante Ca qui ne dépend pas de w. Comme ||¥||L- > 
1 — ||h||z, on déduit des inégalités précédentes que 

G- llhllz=)l|V wlz < Coll Vwlz2] VAL Vol 
et donc, dès que ||Al| p20 < 1, 


Co 


Vw < —____— 
IPN Sa lize 


Volz Valle. 
Ainsi, 
Q,(f) = Qf) +2 if Vo. Vu de + f h[Vol2 de + O((llhllz2 + IVhllz2)?). 
Q Q 


Or, comme wao = 0 et Av = 0, ona 


Vu.Vu dx = -f wAv dx = 0, 


Q Q 


d’où l’on conclut que 


OU) = QE a AV de + O((llhllz2 + [IVAllz2)?), 


ce qui démontre le résultat. 


Solution 24 (Solution de l’exercice 15.1). 
(1) Si u est de classe Ct, on a, pour tout h € R” tel que d(Q”, OQ) < h: 


Va EQ", rnu(x) — u(x) = u(x + h) — u(x) = f h- Vu(x + th) dt 


1 1 1/2 
<f |Vu(x + th)| dt < |h] (| Vule + th) at) | 
0 0 
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La dernière inégalité est une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. 
Il suit que 


1 
f mo-a ff |Vu(x + th)|? ar dt 
Q” 0 Jre” 


1 
<i ff Fute) ardt, 
0 LEQ 


et on étend à tout H! (Q) par densité. 
(2) On prend h tel que Q” +h C Q. Dans cette question, on note (x, y) 
le produit scalaire de deux éléments de R”. Alors, on a 


(Tn A)V (Anu), Vo) 
= ni f UnA (Vu — Vu), Vd) 
1 1 
= jy nm Vu, va) - Ty J (Au Vo) 
1 1 
=a J POAT E [(arayvu, 99) - Ty | (Ae VO) 
= fav, vaio) — | (AnA) Vu, vo) 
Q Q 


2 T f(A_nd) - f ((AnA)Vu, Vé) = f (Anfo— I ((AnA)Vu, V9), 


qui est le résultat voulu. 
(3) Soit y une fonction C™ qui vaut 1 sur Q’ et dont le support est inclus 
dans Q”. En notant ¢ = 7? (Apu), ona: 


Í ((mA)V (Anu), V(O? (Anu) 
= 1 (mA) V(Anu), V(Anu)) +2 I ((mA)V (Anu), (79))7Ane 
Q Q 


> À Í PIVA? + 2 Jia), (F-P}rAnu. 


En utilisant la question précédente : 
à f TAn 
Q 
< -2 | (mA), VDA f Pn A)(Anw) 
Q Q 


-f (Ar A)Vu, VAru)— 2 | ((AnA)Vu, Vy)yAnu 
a Q 
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< QAllz~|lYV(Anw)Ilz2l] [Vy] Arul] 
+ [Flle (ze NV (Anu) lle + 2V [lyAnullz) 
+ 17 V(Anu)|zellAn Ale | Vu] Le 
+2]AnAlze | [Vul-[V | zell Anul], 
où l’avant-derniére inégalité provient de la question (15.1). 


Comme A € C1, ||A;,Al|z- est bornée par une constante indépendante 
de h. Par ailleurs, on a 


lyAnullze < Ilire lhl raw — ullza(cupp7y < lllz [Vall 229. 


De même, || |Vy|Anullz2 < ||Vyl|z~||Vullz2(q”). I suit que, pour des 
constantes C1, C2 indépendantes de h : 


MV (Anwllz2 < CillyV (Anu) lle (Vulle + I fllzz) 
+ Co||Vullr2@ (If llzz + Vul) 


Pour tout X € R, si X? < aX +b avec a,b > 0, on voit (en résolvant 
l'équation polynomiale associée) que 


X< vb +a. 
En appliquant cette inégalité avec : 


a=Cr~*(||Vullz2@ay + [Ff llz2), 
b = Cor" || Vull zz (Ifl + Vull), 


on obtient : 
lyV (Aru) < Cs (fll + Vull). 


En élevant au carré et en utilisant l'indication, on a: 


IV(Aru)l Es < 2Cs (IFI + Vulle) 


< 203 (frrefw+r) <o ftp) 


Puisque y vaut 1 sur 9’, on obtient 


J I5 Aral? < TADI 


d’où le résultat voulu. 
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(4) Considérons deux indices 1 < i,j < n et notons ej le j-ième vecteur 
de la base canonique. Pour toute fonction ¢ € CE (Q) quelconque, on a 
J (O,u)(0;¢) = im f (diu) (Are, b) = lim | (Are 0;u)o 
w t—0 Jor t—0 Jo 


< lim sup \|A—te, du||z2(ar) lloll) 
t—0 


<S limsup |V Ate ull zz llliz) 
t—0 


1/2 
<01? ( [e +P) be 


D’après la proposition 7.24, ceci implique que O;u est dérivable au sens 
faible par rapport à xj. Ceci prouve que u appartient à l’espace H?(’) et 
l'inégalité voulue est une conséquence directe de ce qui précède. 
(5) Soit u € H} (R) une solution du problème. On prolonge u sur [—1; 0] x 

[-1;1]7"1 par : 

Uu(T1,...,Æn) = —U(— T1, £2,..., Ln) si zı < 0. 
On note R = RU([-1;0] x [-1;1]"~+). La fonction u, prolongée, appartient 
à Hi (R) et vérifie : 

Vu(zti,..., 8n) = Vu(—21,...,2n) si zı < 0. 
Pour montrer cette dernière propriété, il suffit de constater qu’elle est vraie 
sur l’ensemble des fonctions C% à support compact inclus dans R puis 
d’utiliser un argument de continuité. On remarque qu’on utilise ici la condi- 
tion de bord : la même méthode de prolongement, appliquée à un élément 


quelconque de H'(R), ne donnerait pas un élément de H! (R). 
On prolonge également A, par : 


A(@1,.-.,;%n) = A(—21, £2,..., En) si x, < 0. 


La fonction, ainsi prolongée, reste lipschitzienne. 
Pour toute fonction ¢ € Hj(R) : 


Java. ve) = | (avn, ver J (AVu, VÄ) 
= {Ava V6- 8), 


où on a noté ọ(£1,..., £n) = 6(—21, 22,- . , 2n) sur R— R. 
La fonction ¢— ¢ appartient à Hi (R) (car sa trace sur le bord de R est 
nulle). Donc, si on prolonge f par 


f (£1, ---, En) = — f (21, v2,...,2n) si zı < 0, 
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on conclut que 
Leave, vo = | (avn, ve- = f 16-9 = fer. 
R R R R 
On a donc, sur R, —div(AVu) = f. Le rectangle R’ est inclus dans 
l'intérieur de R donc on peut appliquer la question précédente, qui donne 
le résultat voulu. 
Solution 25 (Solution de l’exercice 16.1). 


(1) Quitte à remplacer ¢ par A¢, on peut supposer sans perte de géné- 
ralité que À = 1. En utilisant l’identité 


; 1 d 
id _ id 
is id! dx (7), 


et en intégrant par parties, on trouve que 


b id(b ib(a b 
/ eitle) qe = a a | d ( 1 Jet de 
a ig'(b) id'(a) iJa dx \®'(x) 


et donc, comme ¢ est à valeurs réelles (noter que Im ¢ > 0 suffirait), 


b b 
Î etl del < DE + CG) ff az (way) [2 


Le résultat s’en déduit directement. 
(2) On peut supposer sans perte de généralité que A = 1 et que ¢’ est 
croissante. La croissance de o’ implique que 


liz (xm) ~ 5 (sa): 


En reportant cette identité dans (19.5), on en déduit la majoration 
1 1 1 1 


b 
e z| < | f 
Î I) Ipa) gla) go) 
On en déduit l’estimation désirée (noter que si ¢’(a) > 0 alors ¢/(b) > 0). 
(3) Nous allons montrer que, pour tout (a,b) € R? et pour toute phase 
o € C?(R) telle que ¢” ne s’annule pas sur [a,b], on a 
< . 


b 
/ et) dg - 
a infagr<e |0” (x)| 


Il suffit de traiter le cas ¢ > 0 sur [a,b], le cas 6” < 0 sur [a, b] s’en déduit 
directement en écrivant et? = e™Ż®, 


(19.5) 


8 


Pour a > 0, introduisons l’ensemble 


Ja := {x € [a,b] : [d'(x)| < a}. 
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Par hypothèse, ¢’ est strictement croissante et continue sur [a, b], et donc Ja 
est un intervalle fermé (éventuellement vide) que l’on notera Ja = [da, bal. 
Décomposons l’intégrale selon 


b aa ba b 
f et) dg = j eitle) de + f etle) dx + f etl) dr. 
a a Qa b 


Comme ¢’ est strictement croissante sur [a,b], le résultat de la question 
précédente implique que 


tani 3 3 
€ ARS = . 
J infogrça, P (£)| ` a 


De même, le module de la dernière intégrale est majoré par 3/a. L’intégrale 


sur [dq, ba] est plus petite que ba — aa, que l’on majore en écrivant que 


ba 
20 > # (ba) - (da) = if d"(x) de 


ce qui implique 
2a 


infogr<b o" (x) i 
On a donc montré que, pour tout a > 0, 


b 
2 
1 EP) dx g = 


< — + 
On conclut en appliquant cette inégalité avec a = \/infacer<y Q" (x). 


ba Qa < 


Q infa<er<h o" (£) 


Solution 26 (Solution de l’exercice 16.2). 


(1) Se démontre directement en intégrant par parties. 

(2) Se déduit de l’exercice 16.1. 

(3) Nous allons démontrer un résultat plus fort. Précisément, nous allons 
montrer qu'il existe une constante C telle que, pour tout t € R, tout x € R* 
et tout R > 0, 


R 
pl eitrE+té?) fr He a < Clet. 
—R 


Déjà l'intégrale est bien définie car |é [ei ? est intégrable au voisinage de 
l’origine. Pour l’estimer, nous faisons le changement de variables 7 = xê, 
qui donne 


1/2 
ie €? (xë+te?) jé] 172 ae] = fe intrn 2) mT dn, 
=P 


avec T = t/x? et p = xR. Il nous suffit donc de montrer qu’il existe C > 0 
telle que, pour tout p € R et tout TER, ona 


Pimy 
lene | [cor mi? ar) <c. 
—p 
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Comme 1(p,T) = I1(p,—T), on note que l’on peut sans perdre de généralité 
supposer que 7 > 0. Aussi, on peut toujours supposer p > 0. 

Pour traiter la singularité à l’origine de l’amplitude, introduisons une 
fonction plateau x € C (R) telle que 


O<x<1, xm)=1size[-1,1], x(n) =0siné [-2,2]. 


Puisque x(n) Int? € L! (R) il suffit pour conclure d’estimer 


P J 2 _ 
| [ea xy) mir a 
=p 


Posons 
em) =nt+rn?, dm = 1- xT. 
La discussion s’organise alors en fonction de l'annulation de la dérivée de 


la phase : nous décomposons l'intervalle d’intégration en trois intervalles 
(éventuellement vides), 


L := {n € [~p, p] : 1 +7 < -1/2}, 
In := {n € [-p, p] : —1/2 < 1 +r < 1/2}, 
Is := {n € [—p, p] : 1 +779 > 1/2}. 
La raison de ce découpage est que sur J; et sur 13 la phase y est strictement 


croissante et ne s’annule pas, donc les résultats de l’exercice 16.1 impliquent 
que 


p 


f eP ai] < 6( isup 2) + ws +2 f 
TUT3 


jel). 


Pp 


Comme 0 < 7 < 1 et que Y’ € L! (R), on vérifie que le membre de droite 
est uniformément borné. 
Il reste à estimer l'intégrale sur I2. Pour cela, récrivons l'intégrale sous 


la forme 
ae | ein+Tn?) (1 Ei x(n)) d 
1/2 
Ip Irn] 


Comme sur I> on a |r| > 1/2, on en déduit, 


i ilo y(n) ar) < 271/2 
I2 


[ oa — x(a) a 


I2 


Il suit de l'exercice 16.1 que 


l P 
| etrn) h(n) ar) < 2011 — x(sup L)| +f 


L —p 


Xn) an). 


Ce qui conclut la démonstration. 
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Solution 27 (Solution de l’exercice 17.3). 


(1) En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire 


by i—1 i+1 
-5f T ge f [3 rider “dti dey ++ day 
Qi+1 


Ce qui entraîne fo div(f) dx = 0 car 


o l Ti=Vi 
E = dz; = = RAG hee ee eee te eee -5tn)) as 7 0, 


par hypothése sur le support de f. 
(2) On va ramener le calcul des deux intégrales 4 une intégration sur Y 
en posant g = fopet VT = {(£1,£2,..., £n) E Y : zı < Of. 


div(f) dx = I div(go !)dx 
99% x a(t) j 
= f D (as Ox; “an, T 
=| > aa AL ie i og) |dét dd| dz. 
= 3 


En utilisant le fait que Y~ = [a1; 0[x [a2; b2] x +++ x [an; by] et en intégrant 
par parties (en traitant séparément les cas j = 1 et j Æ 1), on obtient : 


div(P) de = f Lu Ez o 6) dét dé de 
+ oe 9:(0, T) e= o 4) Idét dp(0, X)| dz, 


Q 


Q 


où X et o sont définies comme dans l’énoncé. 

D’après le premier cas que nous avons traité, Je div(f) dx ne dépend que 
des valeurs de f sur un voisinage de OQ : si deux fonctions f et f coincident 
sur un voisinage de OQ, alors f — f est une somme de fonctions comme dans 
le premier cas et on a fẹ div(f — f) dx = 0. Cela entraine que le premier 
terme de la somme qu’on vient d’obtenir est nul, d’où 


k div(f) dz = ma gi(0, #) (CE o SE) idét dp(0, &)| dz. 
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Il reste à montrer que 
flO Bos A ae 
DS gi (0, X) (Ag o E) Idét do(0, X)| dx 
= f (F EE) a 
U 


Comme f o g = g(0,-), il suffit de montrer : 


(19.6) (n o d(&))| dét dd(= = last ago, z) (CE o Sm) 5 


ioo 7 Ea 


Le vecteur (24 1 o (Ù )). dans appartient à (d@(0,x)({0} x R7-1))—. 


3. 


C’est une conséquence de légalité (d(¢~') o b)dp = Ign. Il est donc co- 
linéaire à n((Z)). Il faut calculer le coefficient de proportionnalité. 

De plus, si on note d@(0,3)(1,0,...,0) = a(®)n(o(Z)) + u(Z) avec u(F) € 
do, ({0} x R"~") et a ) € RÄ, légalité (d(d~') o @) dd = Ign donne : 


(Ao 04®) _ ddoay(1,0,..-,0)) = (U97 4) db) =1 


-1 
= (2 i ic) = ww RCE 

En outre, |dét dp(0, Z)| = a(%) | dét dé(¥)|. En combinant les deux dernières 
équations, on obtient (19.6). 

(3) Le résultat général suit en utilisant une partition de l’unité conve- 
nable (voir la proposition 17.35). 

(4) Si on pose f = vVu, la formule de Green est exactement légalité de 
la question (1), puisque div(f) = Vu: Vu + vAu. 


Solution 28 (Solution de l’exercice 18.1). On utilise l'exemple classique de la 
bosse glissante dont on rappelle ici la construction. On procède en plusieurs 
étapes. À la première étape, on définit fo comme l’indicatrice de [0,1]. À la 
deuxième étape, on définit deux fonctions : fı est l’indicatrice de [0, 1/2] 
et f2 est l’indicatrice de [1/2,1]. On définit ensuite à la nième étape 2” 
fonctions en divisant l’intervalle [0,1] en 2” intervalles de taille 27” et en 
considérant les 2” fonctions indicatrices de ces intervalles. Il existe une façon 
d’ordonner ces fonctions de façon à ce que la suite converge vers 0 dans 
LP(R) pour tout p fini. Mais elle ne converge en aucun point de [0, 1]. 


Solution 29 (Solution de l’exercice 18.2). 
(1) Notons X = (21,...,a%) la variable de (R”)* où chaque variable x; 
appartient à R”. L'hypothèse permet d'écrire 


[poema sel, prera) (U, oora)" 
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pour une certaine constante universelle C indépendante de k. Il suit que 


(J rose) de) <o( f ra) n (Joas) Ase 
D’ot 
SON (f. FoP ax) m (J. w) ar) ve 


En faisant tendre k vers +00, on obtient l’inégalité de Hélder avec C = 1. 
(2) On peut supposer sans perte de généralité que || f||;> =1 et ||g| ra = 1. 


f(x) g(@) da 
Rre 


Le lemme 18.8 implique que 


lfolz: = T {x € R” : |f(x)g(a)| > A}| dà. 


Rappelons que l’on note {|h| > u} Pensemble {x € R” :|h(x)| > u}. 

Notons que si un produit ab de deux nombres réels positifs est strictement 
plus grand qu’un autre produit cd de deux nombres réels positifs, alors on 
a forcément a > c ou b > d. Comme 


h= ALPAMA, 


cette observation implique que 


MES A € {IA > A”? EU {lge > a}. 


Puis en prenant la mesure de ces ensembles, 


HE > AH < > aH + il> a} 


En intégrant cette inégalité, on trouve que 


lale < [7 roay PT o> alex 


Puis, par changements de variables, 


+00 +0 
gl r1 < pur HIE) > plus f qe Hlg(x)| > CH de. 
0 0 
D'où 
filo. < [Flee + lIgllee = 2 = 2] fll zellglize. 


C’est l’inégalité de Hélder, mais avec une mauvaise constante (2 au lieu 
de 1). On en déduit Vinégalité de Hélder avec la bonne constante 1 en 
utilisant la premiére question. 


Solution 30 (Solution de l’exercice 18.3). 


(1) L’intégrale est bien définie par continuité et compacité du support 
de f. 
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(2) Par homogénéité de K, on a 


+00 +0 
T(F)(x) = ‘ K(2,y) f(y) dy = i K (z,x : y/x) f(y) dy 
+00 
=| Kava Jay 
+00 
= | K (1,r) f(rx) dr. 


D'après l’inégalité de Minkowski, on a 


+00 p 1/p 
w) 
0 


+00 +00 1/p 
T P T P x r 
<| g KL) [F(r2)| dx) d 


+00 
K(1,r)f(rx) dr 


0 


IN 


Ceci prouve que 


(J ro dx) va o(| rer az) e 


+00 
C = | |K(1,r)|r71/? dr. 
0 


avec 


Cette constante est finie par hypothèse sur le noyau K. 
(3) On applique ce qui précéde avec 


1 
K(x,y) = z Lio,x] (y), 


où Ljo,x] est la fonction indicatrice de [0, x]. On vérifie facilement que 
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Tee +0 1/p 
[ane S| ropa) ar 
0 0 


K 


vérifie les deux hypothèses (homogénéité et intégrabilité). Dans ce cas, la 


constante est donnée par 


+oo 1 
=) Kinar = f UP dr = 2. 
0 0 p — 1 
Cela démontre l'inégalité voulue si f est une fonction continue à supp 
compact. On conclut par densité de C9 (]0, +o0[) dans L?(]0, +oof). 
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DÉVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION 


(1) Le lemme 2.16 de Lax, très astucieux, qui permet de démontrer le 
théorème du point fixe de Brouwer. 

(2) Le principe variationnel d’Ekeland (théorème 2.9) et comme corollaire 
le théorème du point fixe de Caristi (corollaire 2.10). 

(3) La section 6.7 sur la transformation en ondelettes, qui contient une 
preuve très simple, due à Lemarié-Rieusset, du résultat de Hardy sur le 
fait que la fonction de Weierstrass n’est dérivable en aucun point, sous des 
hypothéses optimales. 

(4) Les résultats de Wiener sur la convolution, voir les sections 4.5 et 6.8, 
qui permet d’illustrer de nombreux résultats sur la convolution et l’analyse 
de Fourier. 

(5) Le théoréme 6.22 sur les injections fractionnaires de Sobolev qui in- 
terviennent dans de nombreux problémes de recherche actuels. 

(6) L’exercice corrigé 7.3 propose la démonstration originale, due à Poin- 
caré, de l’inégalité qui porte son nom. 

(7) Le théorème 13.1 de Calderén sur la densité des produits de fonctions 
harmoniques. 
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